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Professor: Eduardo Ochs
Primeira prova - 22/maio/2009

(1) (Total: 2.5 pontos). Na figura abaixo as regides A, B,C' e D sio delimitadas
pelas curvas y = 0,y = f(2), y = g(v), y = h(z), y = k(z), y = p(2),

onde:
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a) (1.5 pontos) Expresse as
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= 1—(r+3)?
= 2yz+4-1

= ((z+4)/2)%-1
= (4-2)/2)* -1
= 2y4—x—-1

areas das regides A, B,C e D como somas e

diferencas de integrais. Neste item nao é preciso calcular as integrais.
b) (1.0 pontos) Calcule as dreas das regides B e D. Use o método que vocé
quiser, mas nao se esqueca de explicar o que vocé fez!

(2) (Total: 1.5 pontos). Usando integragao por partes, encontre primitivas para:

a) (0.5 pontos) [z?lnxzdz

b) (1.0 pontos) [(senz)z? Inzdx

(3) (Total: 1.0 pontos). Encontre primitivas para:
a) (05 pOHtOS) fmdl’

a) (0.5 pontos) f%dm
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(4) (Total: 3.0 pontos). As integrais que conseguimos resolver por substitui¢ao

trigonométrica em geral sdo da forma [ F(z,Vaz? + bz + ¢) dz, onde F(a, 8) é

uma funcao racional de o e § — por exemplo F(a, 3) = 0‘2:336

constantes. O método pode ser dividido em quatro partes:

(I) Uma substitui¢do u = z + k para transformar [ F(z,Vaz? + bz + ¢) dx
em [ G(u,Va'u?+ ') du,

(I1) \/c2(az? £ 1) = cvax? £1,

(ITI) a substituicio u = az converte v/+a2x £ 1 em v/F+u2 £+ 1,

(IV) a substituicdo trigonométrica “em si” — trés casos diferentes, veja as
férmulas na préxima pagina.

—ea,becsao

a) (0.8 pontos) Use o passo I do método para transformar a integral definida

N "=% ___ T __ gz numa outra integral na qual possamos aplicar o passo 1T
=2 \/m & quat p p p '
Dica: k = ,

b) (0.2 pontos) Use o passo IT do método para transformar a integral [ z\“ﬂ% dx

numa integral na qual possamos aplicar o passo III.
¢) (0.5 pontos) Use o passo III do método para converter a integral definida

f; 11//96 V13 922 Jz numa integral na qual possamos aplicar o passo IV.

d) (1.0 pontos) Calcule fﬁdt.

t=b +2
e) (0.5 pontos) Calcule [,_ = dt.
Observacoes & dicas: consulte a tabela de integrais da iltima pagina; nao

é necessdario simplificar expressoes como “arctansenf” se elas aparecerem nos
itens (d) e (e).
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(5) (Total: 2.0 pontos).

Um anel de raio interno r e raio externo R — veja a figura a esquerda abaixo
— tem drea m(R? —r?); um “cilindro com buraco no meio” com raio externo R,
raio interno (isto é, raio do buraco) r e altura h tem volume 7(R? —r?)h. Se R
estd muito proximo de r, digamos, R = r + €, entdo o volume do cilindro com
buraco vai ser 7((r + €)? —r?)h ~ 7(2er)h. Vamos nos referir a estes cilindros
com R =~ r como “cascas cilindricas”.

O circulo da figura a direita abaixo — “C” — tem centro 3,0) e ralo 1 a
equacdo da metade superior da sua circunferéncia é f(z) = \/ 1 —(z — Se

girarmos este circulo em torno do eixo y vamos obter um toro. Podemos medlr
o volume deste toro partindo o circulo C' em barrinhas verticais muito estreitas,
rodando cada uma delas em torno do eixo y — elas vao virar cascas cilindricas
— e somando os volumes destas cascas cilindricas.

a) (0.4 pontos) Corte o circulo C entre x = xg e & = xo + €. Qual vai ser
a altura da barrinha correspondente a este corte? Qual a sua largura? Quando
rodarmos ela em torno do eixo y qual vai ser o raio da casca cilindrica?

b) (0.4 pontos) Suponha que partimos o intervalo de integragao, [2,4], em n
pedacos, usando os pontos xop = a,x1,T2,...,T, = 4. Suponha que cada z; é
muito préximo do x;41 e que cada barrinha entre x; e ;11 é aproximadamente
um retangulo; use isto para obter uma aproximacio A, para a drea desta bar-
rinha e uma aproximacao V,, para o volume da casca cilindrica correspondente.

c) (0.6 pontos) Expresse a drea total de C' — aproximada pelas barrinhas
— e o volume total do toro — aproximado pelas cascas cilindicas — como um
somatoério.

d) (0.6 pontos) Quando n tender para oo e o comprimento de cada bar-
rinha tender a 0 os valores destes somatoérios vao tender para os valores de
integrais que dao o valor exato da area de C' e do volume do toro. Use a férmula
im0, 1 F@)(@ig1 —7) = ffo" f(x) dz para obter integrais que dao o valor
exato da drea de C e do volume do toro. Nao é preciso calcular estas integrais,
basta expressa-las simbolicamente.
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Algumas férmulas: quando 6 é uma varidvel,
s =senf
c=cosf

— __senf
t =tanf = cap
z =sec =

Identidades:
s2+c2=1

o l=a |n

cos

de — deosh — _genf = —s

ds __ dsenf __ —

9 = df —ICOSQI—C2 2
gg:die%:sc;sc:c:;s :%:22:1+t2
dz _ d —1 _ _ =2 _ _ . —2(_ _1ls __
G = agC =i =—c(=s) =22 =2t

dec = —sdf = —/1 — c2db
ds = cdf = 1 — s2df

dt = 22df = (1 + t*)d6

dz = zt df

Integracao por partes:
L2 F@)g(@) de = f@)g(@)|)2) - [2) f@)g'(x) do

r=a
Mudanca de variavel:

y=b dg du _ ru=u(b) dg
fz:a du dx dr = fu:u(a) du du

Vg (u(@) (@) da = [0 ' (u) du

U @) () de = [2200) f(u) du
Integrais de (sen #)™(cos#)™ com um expoente impar:
[ sne?Hdo = [sne?t - edf = [s7(1 - s*)kds
[ s de = [ens? - sdf = — [ (1 —c*)Fde
Substituicao trigonométrica:
[F(s,V1—s?)ds = [F(s,c)cdf
JFt,V1+8)dt= [ F(t z)2*>df
JF(z2,V2*> —=1)dz = [ F(z,t)zt df
Outros:

Zi:o,...,nq f(xi) (i1 —2i) = f;con f(z)dz

Justifique cada uma das suas respostas.
Boa prova!
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