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PURO-UFF

Uma das idéias mais estranhas de Calculo IT é o método de mudanca de
varidvel (a.k.a. “substituicdo”). Eu levei anos pra conseguir entender intuitiva-
mente porque ele funcionava — antes o método me parecia sé um truque formal
com uns detalhes que as vezes eu lembrava direito, as vezes ndo... Estas notas
sdo sobre um modo de ver o método que torna ele mais natural... isto é uma
versao preliminar — ainda pretendo reescrever partes disto e acrescentar coisas.

O retangulo a esquerda do diagrama da préxima pagina mostra uma prova
“moderna” da férmula de substituicdo de varidveis, que é:

/ " gl (@) da = / = g du

=a u=u(a)

Note que o intervalo de integracao muda, e que ha um pequeno abuso de
linguagem em f::ﬂf)) g'(u) du — quando o ‘u’ aparece sozinho ele é a varidvel
de integracdo, mas em ‘u(a)’ e ‘u(b)’ ele é uma funcdo. Podemos pensar que a
fungdo u “recebe um valor de x e retorna um valor de u” e que a g “recebe um
valor de ”. Em Fisica este tipo de idéia é comum — por exemplo, num certo
problema o z pode representar uma distancia, um valor de u (ou do u como
variavel, ou de u(z)) pode representar uma temperatura, e o valor de g(u) pode
representar energia; ai os valores de x, u e de g sdo de “tipos diferentes”, e ndo
podem ser misturados... e ndo é raro os valores “variarem juntos” — quando a
posicdo muda a temperatura muda, e uma é funcdo da outra, etc.

Suponha que partimos o intervalo de integracao original, [a,b], em n inter-
valinhos, [zo,z1], [21,®2],- .., [Tn—1,2n], € que cada z; estd bastante préximo do
z;+1. O novo intervalo de integragio vai ser [u(a), u(b)], e a parti¢do correspon-
dente vai ser [u(zg),u(z1)], [u(z1),u(z2)], ..., [w(zpn-1),u(z,)]. Se definirmos
u; := u(z;) podemos escrever esta particio como [ug, u1], [, us], .. ., [Un—1,Un].
Note que zg = a, z, = b,ug = u(a),u, = u(d).

(Obs: pelas convencoes da notagao de intervalos, quando escrevemos [a, b] =
[zo,z1]U[21, 22]U. .. U[xp—1,x,] fica implicito que a < b e que Vi.x; < @i —
mas tudo que vamos ver aqui continua valido quando a e b e 0s ‘z;’s ndo estao
“em ordem”.)

Repare que:

/::b flz)de = Z /i::“ f(z)dz

=a i=0,....,n—1" 7T

e idem para integragdo no intervalo [u(a), u(b)] na varidvel u.
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O retangulo & esquerda no diagrama abaixo fala de integracao no intervalo
todo, e o da direita fala de integracdo em um dos n intervalinhos — para algum
iem {0,1,...,n — 1}. Esta passagem — de uma férmula no intervalao para
uma formula em um dos intervalinhos individuais — vai ser importante daqui a
pouco, porque vamos precisar usar aproximacoes que sé sao validas em intervalos
de integracao pequenos.

O diagrama:

S gu@)) de — gu@) 12, [0 (G glu(e)) de — g(u(@) 10"

z=x;

[220 9 (u())u! () da Josa g (u(@))u! (x) da
u=u(b u=u(b U=Wi41 U=Ui41
fu:u((a)) gl (U) du g(U,) |u=u§a)) fu:ui * gl (U) du ——= g(U,) |u=ui+

Agora vamos passar para a notagdo antiga, na qual ndo s6 as derivadas sdo
escritas como “4%” como muitos argumentos de funcoes sio deixados implicitos

e omitidos — pc;ilfcexemplo, 41 ¢ na verdade 2% (z), e % é % (u(x)) nos contextos
nos quais a varidvel é ‘z’ e Z—Z(u) nos contextos nos quais a variavel é ‘u’.
Joma P ( 9(u(2))) de = g(u(z))],_, " Jozot B de =g[, "
I
[ g'(J(x))u'(w) dz JiTr dadu g
U g () du = g(u) [+ ozt g du = g[, ="

Se o valor de f(z) varia muito pouco em torno de z; entdo [ """ f(z)dz ~
f(z;) — a drea medida pela integral é aproximadamente a drea de um retangulo
de altura f(z;) e largura x;1; — z;. Se definimos Az := z;11 — z; e Au :=

ui+1 — u; e aplicamos as aproximagdes as trés integrais, temos:

T=Tit1 dg du ~ 49 du
fx:xi du dx dr =~ du dx Az
fx:x“rl Q9 qy ~ WAg

r=x; gm gz
u=thivr dg g o do
fu:ui du du =~ duAu

Se a g é derivdvel em torno de u; = u(z;), temos g(u; + €) & g(u;) + g'(u;)e

. . u=u;+e
para € suficientemente pequeno; ou seja, g(u) |u:u_ ~ ¢'(u;)e. Se reescrevemos
i + € como u; 1 — isto é, se fazemos € = Au = u; — u;4+1 — a aproximagao

vira isto aqui: g(u)|'_. "' ~ g'(u;)Au; e se reescrevemos g'(u;) como 3 (u;),

u=u;
U=Ui+1 .
temos g(u)|u:u:r R %(ui)Au = %Au. Vamos reescrever isto grande,

g(u) |u:u“r1 ~ g—zAu

U=1u;
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porque agora vamos querer fazer algo parecido com g(u(x))|z

T=Ti41 7
1 também, e

=x;

isto vai envolvee um detalhe a mais: a regra da cadeia. L& vai:

g(u(x))]

r=z;

T=Tiq1

~  (Fho(u(z:)Az

= (¢'(u(@i)u'(zi)) Az

= (dd—Z(U(wi))d—‘;(wi))Aw
di%A‘r

Agora vamos fazer mais aproximagoes: definindo Ag := u;11—¢; = g(uiy1)—
g(u;) do mesmo modo que definimos Az e Au, temos:

du _  du
de — dzx
dg  _ dg
du — du
dg  _— dg
de —  dx

~ Uit1—Us _ Au
o im0 Au
Tid1—T4 ACE
N Uid1—gi . Ag
N =
Uigp1—Usg Au
N Wix1Tgi . Ag
~~ =
Tip1—T; Az

E agora repare: com isto vemos que cada linha do retangulo & esquerda
abaixo vale aproximadamente a expressao correspondente na coluna da direita,
e para as linhas de cima e de baixo, que tém tanto uma integral quanto uma
diferenca, vimos dois argumentos diferentes para justificar as aproximacoes...

T=x; d _|E=Ti4 A
fz:ziﬂ—l ﬁ dr — g|z=z: A_gAx
[ |
T=Tit1 dg d Ag A
Joma, T Tl 2 auns AT
JUTlt o gy = gV REAy

Todas as oito expressoes no diagrama acima dependem do 7 — as do retangulo
explicitamente, as da coluna da direita implicitamente (Au = u;11 — u;, etc).
No6s tinhamos comegado com um intervaldo, e ai dividimos ele em intervalinhos
e passamos a olhar s6 para um intervalinho; agora vamos voltar ao intervalao:

Jei) g (u) du

(Incompleto - revisar)

([ I

U=Ui41

Zi:O,...,n—l u=u; g(u) du

Ag
Zi:o,...,nq AL

Zi:o,...,nq Ag

gn — 9o

g(u(zn)) — g(u(zo))
g(u(d)) — g(u(a)
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