
1Notas sobre mudan�
a de vari�avel de integra�
~aoEduardo O
hs - 2009may21Vers~ao: 2009may25PURO-UFFUma das id�eias mais estranhas de C�al
ulo II �e o m�etodo de mudan�
a devari�avel (a.k.a. \substitui�
~ao"). Eu levei anos pra 
onseguir entender intuitiva-mente porque ele fun
ionava | antes o m�etodo me pare
ia s�o um truque formal
om uns detalhes que �as vezes eu lembrava direito, �as vezes n~ao... Estas notass~ao sobre um modo de ver o m�etodo que torna ele mais natural... isto �e umavers~ao preliminar | ainda pretendo rees
rever partes disto e a
res
entar 
oisas.O retângulo �a esquerda do diagrama da pr�oxima p�agina mostra uma prova\moderna" da f�ormula de substitui�
~ao de vari�aveis, que �e:Z x=bx=a g0(u(x))u0(x) dx = Z u=u(b)u=u(a) g0(u) duNote que o intervalo de integra�
~ao muda, e que h�a um pequeno abuso delinguagem em R u=u(b)u=u(a) g0(u) du | quando o `u' apare
e sozinho ele �e a vari�avelde integra�
~ao, mas em `u(a)' e `u(b)' ele �e uma fun�
~ao. Podemos pensar que afun�
~ao u \re
ebe um valor de x e retorna um valor de u" e que a g \re
ebe umvalor de u". Em F��si
a este tipo de id�eia �e 
omum | por exemplo, num 
ertoproblema o x pode representar uma distân
ia, um valor de u (ou do u 
omovari�avel, ou de u(x)) pode representar uma temperatura, e o valor de g(u) poderepresentar energia; a�� os valores de x, u e de g s~ao de \tipos diferentes", e n~aopodem ser misturados... e n~ao �e raro os valores \variarem juntos" | quando aposi�
~ao muda a temperatura muda, e uma �e fun�
~ao da outra, et
.Suponha que partimos o intervalo de integra�
~ao original, [a; b℄, em n inter-valinhos, [x0; x1℄; [x1; x2℄; : : : ; [xn�1; xn℄, e que 
ada xi est�a bastante pr�oximo doxi+1. O novo intervalo de integra�
~ao vai ser [u(a); u(b)℄, e a parti�
~ao 
orrespon-dente vai ser [u(x0); u(x1)℄; [u(x1); u(x2)℄; : : : ; [u(xn�1); u(xn)℄. Se de�nirmosui := u(xi) podemos es
rever esta parti�
~ao 
omo [u0; u1℄; [u1; u2℄; : : : ; [un�1; un℄.Note que x0 = a; xn = b; u0 = u(a); un = u(b).(Obs: pelas 
onven�
~oes da nota�
~ao de intervalos, quando es
revemos [a; b℄ =[x0; x1℄[ [x1; x2℄[ : : :[ [xn�1; xn℄ �
a impl��
ito que a � b e que 8i: xi � xi+i |mas tudo que vamos ver aqui 
ontinua v�alido quando a e b e os `xi's n~ao est~ao\em ordem".)Repare que: Z x=bx=a f(x) dx = Xi=0;:::;n�1Z x=xi+1x=xi f(x) dxe idem para integra�
~ao no intervalo [u(a); u(b)℄ na vari�avel u.2009integration May 25, 2009 18:32



2O retângulo �a esquerda no diagrama abaixo fala de integra�
~ao no intervalotodo, e o da direita fala de integra�
~ao em um dos n intervalinhos | para algumi em f 0; 1; : : : ; n � 1 g. Esta passagem | de uma f�ormula no interval~ao parauma f�ormula em um dos intervalinhos individuais | vai ser importante daqui apou
o, porque vamos pre
isar usar aproxima�
~oes que s�o s~ao v�alidas em intervalosde integra�
~ao pequenos.O diagrama:R x=bx=a g0(u(x))u0(x) dxR x=bx=a ( ddx g(u(x))) dxR x=bx=a ( ddx g(u(x))) dx g(u(x))��x=bx=ag(u(x))��x=bx=ag(u)��u=u(b)u=u(a)g(u)��u=u(b)u=u(a)R u=u(b)u=u(a) g0(u) du R x=xi+1x=xi g0(u(x))u0(x) dxR x=xi+1x=xi ( ddx g(u(x)) dxR x=xi+1x=xi ( ddx g(u(x)) dx g(u(x))��x=xi+1x=xig(u(x))��x=xi+1x=xig(u)��u=ui+1u=uig(u)��u=ui+1u=uiR u=ui+1u=ui g0(u) duAgora vamos passar para a nota�
~ao antiga, na qual n~ao s�o as derivadas s~aoes
ritas 
omo \dudx" 
omo muitos argumentos de fun�
~oes s~ao deixados impl��
itose omitidos | por exemplo, dudx �e na verdade dudx (x), e dgdu �e dgdu (u(x)) nos 
ontextosnos quais a vari�avel �e `x' e dgdu (u) nos 
ontextos nos quais a vari�avel �e `u'.R x=xi+1x=xi g0(u(x))u0(x) dxR x=xi+1x=xi ( ddx g(u(x))) dxR x=xi+1x=xi ( ddx g(u(x))) dx g(u(x))��x=xi+1x=xig(u(x))��x=xi+1x=xig(u)��u=ui+1u=uig(u)��u=ui+1u=uiR u=ui+1u=ui g0(u) du R x=xi+1x=xi dgdu dudx dxR x=xi+1x=xi dgdx dxR x=xi+1x=xi dgdx dx g��x=xi+1x=xig��x=xi+1x=xig��u=ui+1u=uig��u=ui+1u=uiR u=ui+1u=ui dgdu duSe o valor de f(x) varia muito pou
o em torno de xi ent~ao R x=xi+1x=xi f(x) dx �f(xi) | a �area medida pela integral �e aproximadamente a �area de um retângulode altura f(xi) e largura xi+1 � xi. Se de�nimos �x := xi+1 � xi e �u :=ui+1 � ui e apli
amos as aproxima�
~oes �as três integrais, temos:R x=xi+1x=xi dgdu dudx dx � dgdu dudx�xR x=xi+1x=xi dgdx dx � dgdx�xR u=ui+1u=ui dgdu du � dgdu�uSe a g �e deriv�avel em torno de ui = u(xi), temos g(ui + �) � g(ui) + g0(ui)�para � su�
ientemente pequeno; ou seja, g(u)��u=ui+�u=ui � g0(ui)�. Se rees
revemosui + � 
omo ui+1 | isto �e, se fazemos � = �u = ui � ui+1 | a aproxima�
~aovira isto aqui: g(u)��u=ui+1u=ui � g0(ui)�u; e se rees
revemos g0(ui) 
omo dgdu (ui),temos g(u)��u=ui+1u=ui � dgdu (ui)�u = dgdu�u. Vamos rees
rever isto grande,g(u)��u=ui+1u=ui � dgdu�u2009integration May 25, 2009 18:32



3porque agora vamos querer fazer algo pare
ido 
om g(u(x))��x=xi+1x=xi tamb�em, eisto vai envolvee um detalhe a mais: a regra da 
adeia. L�a vai:g(u(x))��x=xi+1x=xi � ( ddxg(u(xi)))�x= (g0(u(xi))u0(xi))�x= ( dgdu (u(xi))dudx (xi))�x= dgdu dudx�xAgora vamos fazer mais aproxima�
~oes: de�nindo �g := ui+1�gi = g(ui+1)�g(ui) do mesmo modo que de�nimos �x e �u, temos:dudx = dudx (xi) � ui+1�uixi+1�xi = �u�xdgdu = dgdu (ui) � ui+1�giui+1�ui = �g�udgdx = dgdx(xi) � ui+1�gixi+1�xi = �g�xE agora repare: 
om isto vemos que 
ada linha do retângulo �a esquerdaabaixo vale aproximadamente a express~ao 
orrespondente na 
oluna da direita,e para as linhas de 
ima e de baixo, que têm tanto uma integral quanto umadiferen�
a, vimos dois argumentos diferentes para justi�
ar as aproxima�
~oes...R x=xi+1x=xi dgdu dudx dxR x=xi+1x=xi dgdx dxR x=xi+1x=xi dgdx dx g��x=xi+1x=xig��x=xi+1x=xig��u=ui+1u=uig��u=ui+1u=uiR u=ui+1u=ui dgdu du
�g�x�x�g�u �u�x�x�g�u �u�x�x�g�u�uTodas as oito express~oes no diagrama a
ima dependem do i| as do retânguloexpli
itamente, as da 
oluna da direita impli
itamente (�u = ui+1 � ui, et
).N�os t��nhamos 
ome�
ado 
om um interval~ao, e a�� dividimos ele em intervalinhose passamos a olhar s�o para um intervalinho; agora vamos voltar ao interval~ao:R u=u(b)u=u(a) g0(u) du = Pi=0;:::;n�1 R u=ui+1u=ui g(u) du� Pi=0;:::;n�1 �g�u�u= Pi=0;:::;n�1�g= gn � g0= g(u(xn))� g(u(x0))= g(u(b))� g(u(a))(In
ompleto - revisar)
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