
1C�al
ulo Diferen
ial e Integral IPURO-UFF - 2009.1Turma: A1/RCT00016Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao 1 - 01/julho/2009(1) (Total: 0.5 pontos). O que est�a errado 
om o seguinte uso daregra de l'Hôpital?limx!1 x3 + x+ 2x2 � 3x+ 2 = limx!1 3x2 + 12x� 3 = limx!1 6x2 = 3Diga qual �e o erro e en
ontre o limite 
orreto.(2) (Total: 4.0 pontos). Seja fm(x) = x3 � 3x+m.a) (0.5 pts) Cal
ule f0(10), f0(100), f0(1000). Baseando-se nestesvalores diga qual deve ser o valor do limite limx!+1 f0(x). Fa�
a omesmo para f0(�10), f0(�100), f0(�1000) e limx!�1 f0(x).b) (0.5 pts) En
ontre todos pontos onde a reta tangente ao gr�a�
ode f0(x) �e horizontal.
) (0.5 pts) Tra
e o gr�a�
o de f0(x).d) (0.5 pts) Tra
e os gr�a�
os de f1(x), f2(x), f3(x), f�1(x). Quan-tas ra��zes 
ada uma destas fun�
~oes têm no intervalo [0; 1℄?e) (2.0 pts) Use o TVM para mostrar formalmente que nenhumadas fun�
~oes fm(x) pode ter mais de uma raiz no intervalo [0; 1℄.(3) (Total: 4.0 pontos). Sejam f(x) = ex e g(x) = a+bx+
x2+dx3.a) (0.5 pts) Cal
ule f(0); f 0(0); f 00(0); f 000(0); f 0000(0).b) (1.0 pts) Cal
ule g(0); g0(0); g00(0); g000(0); g0000(0).
) (1.0 pts) En
ontre a, b, 
, d que fa�
am 
om que f(0) = g(0),f 0(0) = g0(0), : : :, f 000(0) = g000(0). Quando a; b; 
; d têm estes valoresquem �e a fun�
~ao g(x)?d) (1.5 pts) Mostre que as fun�
~oes g(x) e g0(x) n~ao têm nenhumaraiz no intervalo [0;1℄.(4) (Total: 1.5 pontos). Cal
ule f 0(x) para:a) (0.5 pts) f(x) = p1� x2b) (1.0 pts) f(x) = (((x2 + x)3 + x)4 + x)5Es
reva as suas respostas 
om todos os detalhes poss��veis!!!!!Boa prova! 2009-1-C1-prova-VR1 July 9, 2009 19:55



2Teoremas:Teorema do anulamento: Se f : [a; b℄ ! R �e 
ont��nua e f(a) ef(b) s~ao diferentes de 0 e têm sinais opostos ent~ao f atinge 0 emalgum ponto do intervalo aberto (a; b) | isto �e, existe x 2 (a; b) talque f(x) = 0.Teorema do valor intermedi�ario: Se f : [a; b℄ ! R �e 
ont��nua ey est�a entre f(a) e f(b) | isto �e, y 2 [f(a); f(b)℄ (se f(a) � f(b))ou y 2 [f(b); f(a)℄ (se f(b) � f(a)) | ent~ao existe x 2 [a; b℄ tal quef(x) = y.Teorema da limita�
~ao: Se f : [a; b℄ ! R �e 
ont��nua ent~ao a suaimagem �e limitada | isto �e, existem m;M 2 R tais que para todox 2 [a; b℄ vale m � f(x) �M .Teorema de Weierstrass: Se f : [a; b℄ ! R �e 
ont��nua ent~ao fatinge o seu valor m��nimo e o seu valor m�aximo em [a; b℄ | isto �e,existem 
; d 2 [a; b℄ tais que para todo x 2 [a; b℄ vale f(
) � f(x) �f(d).Teorema de Rolle: Se a < b e f : [a; b℄! R �e 
ont��nua em [a; b℄,deriv�avel em (a; b) e al�em disso f(a) = f(b) = 0 ent~ao existe x em(a; b) tal que f 0(x) = 0.Teorema do valor m�edio: Se a < b e f : [a; b℄ ! R �e 
ont��nuaem [a; b℄, deriv�avel em (a; b) ent~ao existe x em (a; b) tal que f 0(x) =f(b)�f(a)b�a .Importante: quando vo
ê for usar algum dos teoremas a
ima dêtodos os detalhes sobre o que vo
ê est�a fazendo | diga quem �e afun�
~ao f , quem s~ao os pontos a e b, explique por que a f �e 
ont��nuae/ou deriv�avel no intervalo, et
...Algumas f�ormulas:(0) ddx(af(x)) = af 0(x)(1) ddx(f(x) + g(x)) = f 0(x) + g0(x)(2) ddx(f(x)g(x)) = f 0(x)g(x) + f(x)g0(x)(3) ddx(f(g(x))) = f 0(g(x))g0(x)(4) ddx f(x)g(x) = f 0(x)g(x)�f(x)g0(x)g(x)2(5) ddxxa = axa�1(6) ddxex = ex
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3(1) (Total: 0.5 pontos). O que est�a errado 
om o seguinte uso daregra de l'Hôpital?limx!1 x3 + x+ 2x2 � 3x+ 2 = limx!1 3x2 + 12x� 3 = limx!1 6x2 = 3Diga qual �e o erro e en
ontre o limite 
orreto.Gabarito:limx!1 x3 + x + 2 = 4 e limx!1 x2 � 3x + 2 = 0; n~ao podemosapli
ar l'Hôpital, e o limite �e 1.(2) (Total: 4.0 pontos). Seja fm(x) = x3 � 3x+m.a) (0.5 pts) Cal
ule f0(10), f0(100), f0(1000). Baseando-se nestesvalores diga qual deve ser o valor do limite limx!+1 f0(x). Fa�
a omesmo para f0(�10), f0(�100), f0(�1000) e limx!�1 f0(x).b) (0.5 pts) En
ontre todos pontos onde a reta tangente ao gr�a�
ode f0(x) �e horizontal.
) (0.5 pts) Tra
e o gr�a�
o de f0(x).d) (0.5 pts) Tra
e os gr�a�
os de f1(x), f2(x), f3(x), f�1(x). Quan-tas ra��zes 
ada uma destas fun�
~oes têm no intervalo [0; 1℄?e) (2.0 pts) Use o TVM para mostrar formalmente que nenhumadas fun�
~oes fm(x) pode ter mais de uma raiz no intervalo [0; 1℄.Gabarito:a) f0(10) = 970,f0(100) = 999700,f0(1000) = 999997000,limx!+1 f0(x) = +1;f0(�10) = �970,f0(�100) = �999700,f0(�1000) = �999997000,limx!�1 f0(x) = �1.b) f 0m(x) = 3x2 � 3, que zera exatamente em x = �1.
) Ele passa por (-2,-2), (-1,2), (0,0), (1,-2), (2,2).d) f1(x) 7!1, f2(x) 7!1, f3(x) 7!0, f�1(x) 7!1.e) Se as ra��zes s~ao a; b 2 [0; 1℄ 
om f(a) = f(b) = 0 e a < b ent~aopelo teorema de Rolle existe em 
 2 (a; b) � (0; 1) 
om f 0(
) = 0,mas f 0 s�o zera em -1 e 1.
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4(3) (Total: 4.0 pontos). Sejam f(x) = ex e g(x) = a+bx+
x2+dx3.a) (0.5 pts) Cal
ule f(0); f 0(0); f 00(0); f 000(0); f 0000(0).b) (1.0 pts) Cal
ule g(0); g0(0); g00(0); g000(0); g0000(0).
) (1.0 pts) En
ontre a, b, 
, d que fa�
am 
om que f(0) = g(0),f 0(0) = g0(0), : : :, f 000(0) = g000(0). Quando a; b; 
; d têm estes valoresquem �e a fun�
~ao g(x)?d) (1.5 pts) Mostre que as fun�
~oes g(x) e g0(x) n~ao têm nenhumaraiz no intervalo [0;1℄.Gabarito:a) f(0) = f 0(0) = f 00(0) = f 000(0) = f 0000(0) = 1.b) g(0) = a, g0(0) = b, g00(0) = 2
, g000(0) = 6d, g0000(0) = 0.
) a = 1, b = 1, 
 = 12 , d = 16 , g(x) = 1 + x + 12x2 + 16x3d) g(x) e g0(x) s~ao somas de monômios que s~ao n~ao-des
res
entesem [0;1), e s~ao 
res
entes. Como g(0) = g0(0) = 1 elas n~ao podem
air e ter ra��zes positivas.(4) (Total: 1.5 pontos). Cal
ule f 0(x) para:a) (0.5 pts) f(x) = p1� x2b) (1.0 pts) f(x) = (((x2 + x)3 + x)4 + x)5Gabarito:a) f 0(x) = 12(1� x2)�1=2(1� x2)0= 12(1� x2)�1=2(2x)= (1� x2)�1=2x= x=p(1� x2)b) f(x) = (((x2 + x)3 + x)4 + x)5 = (g(x) + x)5g(x) = ((x2 + x)3 + x)4 = (h(x) + x)4h(x) = (x2 + x)3h0(x) = 3(x2 + x)(2x + 1)g0(x) = 4(h(x) + x)3(h0(x) + 1)f 0(x) = 5(g(x) + x)4(g0(x) + 1)f 0(x) = 5(g(x) + x)4(g0(x) + 1)f 0(x) = 5(((x2 + x)3 + x)4 + x)4(4(h(x) + x)3(h0(x) + 1) + 1)f 0(x) = 5(((x2 + x)3 + x)4 + x)4(4((x2 + x)3 + x)3(3(x2 + x)(2x+1) + 1) + 1)
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