Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(2) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (b, b1, be,...) obedece estas trés
propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N. by, = 10by, (3) Vk € N.bogq1 = 10bs, + 1.
O que voceé sabe sobre bi5?

(3) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(4) (2.5 pontos) Defina uma proposicio sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(5) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relacio sobre A. Seja S = RUR™ .

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c) (0.7 pts) Mostre que S néo é transitiva.
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A = {4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacao R C A x A é reflexiva quando Va € A.aRa.

A relagdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRec — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (az,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo fungdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B = A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:

(1) (2.5 pontos) Defina uma proposi¢do sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sao os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(2) (2.0 pontos) Seja A = {0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RU R™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S nao é transitiva.

(3) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10ay, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(4) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (b, b1, be,...) obedece estas trés
propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N. by, = 10by, (3) Vk € N.bogq1 = 10by, + 1.

O que vocé sabe sobre by5?

(5) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(2) (2.5 pontos) Defina uma proposicio sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(3) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1, az, . ..) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(4) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (b, b1, be,...) obedece estas trés
propriedades: (1) by =0, (2) Yk € N. by, = 10by, (3) Vk € N.bogy1 = 100 + 1.
O que vocé sabe sobre by3?

(5) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relacio sobre A. Seja S = RUR™ ..

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S nédo é transitiva.
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (2.0 pontos) Seja A = {0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RUR™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S nédo é transitiva.

(2) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(3) (2.5 pontos) Defina uma proposicio sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(4) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1, az, . ..) definida por: ag = 0,
ant1 = 10ay, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule ay, a2, ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(5) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (bg, by, ba, . ..) obedece estas trés

propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N.bo, = 10by, (3) Vk € N.bogs1 = 10by, + 1.
O que vocé sabe sobre by5?
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:

(1) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (bg, by, ba, . ..) obedece estas trés
propriedades: (1) by = 0, (2) Vk € N.boy = 10by, (3) Vk € N.bogrq = 100y, + 1.
O que voceé sabe sobre bi5?

(2) (2.5 pontos) Defina uma proposi¢do sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(3) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1, az, . ..) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 10™).

a) (0.4 pts) Calcule ay,as,ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(4) (2.0 pontos) Seja A = {0,1,2,3} e seja B = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RUR™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S nédo é transitiva.

(5) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (2.0 pontos) Seja A = {0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RUR™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S nédo é transitiva.

(2) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(3) (2.5 pontos) Defina uma proposicio sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(4) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1, az, . ..) definida por: ag = 0,
ant1 = 10ay, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule ay, a2, ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(5) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (bg, by, ba, . ..) obedece estas trés

propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N.bo, = 10by, (3) Vk € N.bogs1 = 10by, + 1.
O que vocé sabe sobre by5?
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(2) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(3) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RU R™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c) (0.7 pts) Mostre que S nao é transitiva.

(4) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (bg, by, ba, . ..) obedece estas trés
propriedades: (1) by = 0, (2) Vk € N.boy = 10by, (3) Vk € N.bogrq = 100y, + 1.
O que vocé sabe sobre by5?

(5) (2.5 pontos) Defina uma proposicio sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(2) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relacio sobre A. Seja S = RUR™ .

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S nédo é transitiva.

(3) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (b, b1, be,...) obedece estas trés
propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N.bo, = 10by, (3) Vk € N.bogq1 = 10bs, + 1.
O que vocé sabe sobre by3?

(4) (2.5 pontos) Defina uma proposicio sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(5) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,as, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(2) (2.5 pontos) Defina uma proposicio sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(3) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (b, b1, be,...) obedece estas trés
propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N. by, = 10by, (3) Vk € N.bogq1 = 10bs, + 1.
O que voceé sabe sobre bi5?

(4) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,as, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(5) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relacio sobre A. Seja S = RUR™ .

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S néo é transitiva.
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(2) (2.5 pontos) Defina uma proposicio sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(3) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1, az, . ..) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(4) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RU R™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S nao é transitiva.

(5) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (bg, by, ba, ...) obedece estas trés

propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N. by, = 10by, (3) Vk € N.bogs1 = 10by, + 1.
O que vocé sabe sobre by3?
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.

2009-1-MD-prova-VR July 8, 2009 06:52



21

Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(2) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1, az, . ..) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule ay, a2, ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(3) (2.5 pontos) Defina uma proposicio sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(4) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RU R™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S nao é transitiva.

(5) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (bg, by, ba, ...) obedece estas trés

propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N. by, = 10by, (3) Vk € N.bogs1 = 10by, + 1.
O que vocé sabe sobre by3?
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (2.0 pontos) Seja A = {0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RUR™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S nédo é transitiva.

(2) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10ay, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(3) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (b, b1, be,...) obedece estas trés
propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N.bo, = 10by, (3) Vk € N.bogq1 = 10bs, + 1.
O que vocé sabe sobre by5?

(4) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.
(5) (2.5 pontos) Defina uma proposicio sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.

Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

2009-1-MD-prova-VR July 8, 2009 06:52



24

Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (2.0 pontos) Seja A = {0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RUR™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S nédo é transitiva.

(2) (2.5 pontos) Defina uma proposi¢do sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sao os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(3) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(4) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (b, b1, be,...) obedece estas trés
propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N. by, = 10by, (3) Vk € N.bogq1 = 10b;, + 1.
O que vocé sabe sobre bys?

(5) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10ay, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(2) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1, az, . ..) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule ay, a2, ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(3) (2.5 pontos) Defina uma proposicio sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(4) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RU R™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S nao é transitiva.

(5) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (bg, by, ba, ...) obedece estas trés

propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N. by, = 10by, (3) Vk € N.bogs1 = 10by, + 1.
O que vocé sabe sobre by3?
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:

(1) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (bg, by, ba, . ..) obedece estas trés
propriedades: (1) by = 0, (2) Vk € N.boy = 10by, (3) Vk € N.bogrq = 100y, + 1.
O que voceé sabe sobre bi5?

(2) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(3) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10ay, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,as, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(4) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relacio sobre A. Seja S = RUR™ .

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S néo é transitiva.

(5) (2.5 pontos) Defina uma proposicio sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.

2009-1-MD-prova-VR July 8, 2009 06:52



31

Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:

(1) (2.5 pontos) Defina uma proposi¢do sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sao os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(2) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(3) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RUR™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S néo é transitiva.

(4) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (b, b1, be,...) obedece estas trés
propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N. by, = 10by, (3) Vk € N.bogq1 = 10bs, + 1.
O que vocé sabe sobre by3?

(5) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10ay, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,as, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:

(1) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (bg, by, ba, . ..) obedece estas trés
propriedades: (1) by = 0, (2) Vk € N.boy = 10by, (3) Vk € N.bogrq = 100y, + 1.
O que voceé sabe sobre bi5?

(2) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(3) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10ay, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,as, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(4) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relacio sobre A. Seja S = RUR™ .

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S néo é transitiva.

(5) (2.5 pontos) Defina uma proposicio sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(2) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (b, b1, be,...) obedece estas trés
propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N. by, = 10by, (3) Vk € N.bogq1 = 10bs, + 1.
O que vocé sabe sobre by5?

(3) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RUR™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S nédo é transitiva.

(4) (2.5 pontos) Defina uma proposicio sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(5) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,as, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(2) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(3) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RU R™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c) (0.7 pts) Mostre que S nao é transitiva.

(4) (2.5 pontos) Defina uma proposi¢do sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(5) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (bg, by, ba, . ..) obedece estas trés

propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N. by, = 10by, (3) Vk € N.bogs1 = 10by, + 1.
O que vocé sabe sobre by5?
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (2.0 pontos) Seja A = {0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RUR™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S nédo é transitiva.

(2) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10ay, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(3) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(4) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (bg, by, ba, . ..) obedece estas trés
propriedades: (1) by = 0, (2) Vk € N.boy = 10by, (3) Vk € N.bogrq = 100y, + 1.
O que vocé sabe sobre by5?

(5) (2.5 pontos) Defina uma proposicio sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta
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Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:

(1) (2.5 pontos) Defina uma proposi¢do sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sao os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(2) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 10™).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(3) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (b, b1, be,...) obedece estas trés
propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N. by, = 10by, (3) Vk € N.bogq1 = 10bs, + 1.
O que voceé sabe sobre bi5?

(4) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(5) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relacio sobre A. Seja S = RUR™ .

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c) (0.7 pts) Mostre que S néo é transitiva.
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(2) (2.5 pontos) Defina uma proposicio sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sao os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(3) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (b, b1, be,...) obedece estas trés
propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N. by, = 10by, (3) Vk € N.bogq1 = 10bs, + 1.
O que voceé sabe sobre bi5?

(4) (2.0 pontos) Seja A = {0,1,2,3} e seja B = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RUR™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S néo é transitiva.

(5) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(2) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (b, b1, be,...) obedece estas trés
propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N. by, = 10by, (3) Vk € N.bogq1 = 10bs, + 1.
O que voceé sabe sobre bi5?

(3) (2.5 pontos) Defina uma proposi¢do sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sao os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
VYn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(4) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(5) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relacio sobre A. Seja S = RUR™ .

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S nédo é transitiva.
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(2) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1, az, . ..) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule ay, a2, ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(3) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RU R™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S nao é transitiva.

(4) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (bg, by, ba, . ..) obedece estas trés
propriedades: (1) by = 0, (2) Vk € N.boy = 10by, (3) Vk € N.bogrq = 100y, + 1.
O que vocé sabe sobre by3?

(5) (2.5 pontos) Defina uma proposicio sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(2) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1, az, . ..) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule ay, a2, ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(3) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (b, b1, be,...) obedece estas trés
propriedades: (1) by = 0, (2) Yk € N. by, = 10by, (3) Vk € N.bagy1 = 100 + 1.
O que vocé sabe sobre by5?

(4) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relacio sobre A. Seja S = RUR™ .

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S nédo é transitiva.

(5) (2.5 pontos) Defina uma proposicio sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:

(1) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (bg, by, ba, . ..) obedece estas trés
propriedades: (1) by = 0, (2) Vk € N.boy = 10by, (3) Vk € N.bogrq = 100y, + 1.
O que voceé sabe sobre bi5?

(2) (2.5 pontos) Defina uma proposi¢do sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(3) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1, az, . ..) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 10™).

a) (0.4 pts) Calcule ay,as,ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(4) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(5) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relacio sobre A. Seja S = RUR™ .

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c) (0.7 pts) Mostre que S nédo é transitiva.
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(2) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (b, b1, be,...) obedece estas trés
propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N. by, = 10by, (3) Vk € N.bogq1 = 10bs, + 1.
O que voceé sabe sobre bi5?

(3) (2.0 pontos) Seja A = {0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RUR™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S néo é transitiva.

(4) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.
(5) (2.5 pontos) Defina uma proposicio sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.

Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (2.0 pontos) Seja A = {0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RUR™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S nédo é transitiva.

(2) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10ay, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(3) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (b, b1, be,...) obedece estas trés
propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N.bo, = 10by, (3) Vk € N.bogq1 = 10bs, + 1.
O que vocé sabe sobre by5?

(4) (2.5 pontos) Defina uma proposi¢do sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sao os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(5) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (2.0 pontos) Seja A = {0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RUR™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S nédo é transitiva.

(2) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (bg, by, ba, . ..) obedece estas trés
propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N. by, = 10by,, (3) Vk € N.bogq1 = 10bs, + 1.
O que voceé sabe sobre bi5?

(3) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
apt1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 10™).
a) (0.4 pts) Calcule aq,as, a3, P(0), P(1), P(2), P(3).
b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).
c) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.
d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(4) (2.5 pontos) Defina uma proposi¢do sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sao os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(5) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(2) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1, az, . ..) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule ay, a2, ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(3) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RU R™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S nao é transitiva.

(4) (2.5 pontos) Defina uma proposi¢do sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(5) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (bg, by, ba, ...) obedece estas trés

propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N. by, = 10by, (3) Vk € N.bogs1 = 10by, + 1.
O que vocé sabe sobre by3?
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:

(1) (2.5 pontos) Defina uma proposi¢do sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sao os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(2) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(3) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (b, b1, be,...) obedece estas trés
propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N. by, = 10by, (3) Vk € N.bogq1 = 10bs + 1.
O que voceé sabe sobre bi5?

(4) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1, as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10ay, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(5) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relacio sobre A. Seja S = RUR™ .

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c) (0.7 pts) Mostre que S néo é transitiva.
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:

(1) (2.5 pontos) Defina uma proposi¢do sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sao os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(2) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(3) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1, az, . ..) definida por: ag = 0,
ant1 = 10ay, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,as, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(4) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RU R™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c) (0.7 pts) Mostre que S nao é transitiva.

(5) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (bg, by, ba, . ..) obedece estas trés

propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N. by, = 10by, (3) Vk € N.bogs1 = 10by, + 1.
O que vocé sabe sobre by5?
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(2) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RUR™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S nédo é transitiva.

(3) (2.5 pontos) Defina uma proposicio sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(4) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (b, b1, be,...) obedece estas trés
propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N. by, = 10by, (3) Vk € N.bogq1 = 10bs, + 1.

O que vocé sabe sobre bys?

(5) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

2009-1-MD-prova-VR July 8, 2009 06:52



66

Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(2) (2.0 pontos) Seja A ={0,1,2,3} e seja R = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RUR™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S nédo é transitiva.

(3) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.

(4) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (bg, by, ba, . ..) obedece estas trés
propriedades: (1) by = 0, (2) Vk € N.boy = 10by, (3) Vk € N.bogrq = 100y, + 1.
O que vocé sabe sobre by5?

(5) (2.5 pontos) Defina uma proposicido sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Matematica Discreta

PURO-UFF - 2009.1

Professor: Eduardo Ochs

Prova de reposi¢ao (VR) - 01/julho/2009

Questoes:
(1) (2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1,as,...) definida por: ag = 0,
ant1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a, + 1 = 107).

a) (0.4 pts) Calcule aq,as,ag, P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).

c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.

d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

(2) (2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (b, b1, be,...) obedece estas trés
propriedades: (1) bg =0, (2) Vk € N. by, = 10by, (3) Vk € N.bogq1 = 10bs, + 1.
O que voceé sabe sobre bi5?

(3) (2.5 pontos) Defina uma proposi¢do sobre os naturais, P : N — Q,
tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4) seja falsa.
Diga quais sao os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100). Diga se
VYn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

(4) (2.0 pontos) Seja A = {0,1,2,3} e seja B = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,0),
(0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RUR™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c¢) (0.7 pts) Mostre que S néo é transitiva.

(5) (1.0 pontos) Prove que (P — Q) V (Q — P) é sempre verdade.
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Definigoes:

Um contra-exemplo para Yz € A.P(a) é um a € A tal que P(a) é falso.

Uma sentenca da forma Yz € A.P(a) é falsa se e sé se algum a € A é um
contra-exemplo para Vo € A.P(a).

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto dos subcon-
juntos de A. Exemplo: se A ={4,5,6} entdo {4,5} € P(A).

Se A é um conjunto finito entao |A| é o nimero de elementos de A.

A relacdo R C A x A é reflexiva quando Ya € A.aRa.

A relacdo R C A x A é simétrica quando Va,b € A.(aRb — bRa).

A relacdo R C A x A é transitiva quando Va,b,c € A.(aRb A bRe — aRc).

Uma relagdo R é uma relacao de equivaléncia quando R é reflexiva, simétrica
e transitiva.

A classe de equivaléncia de um elemento a € A pela relacdo de equivaléncia
RC Ax Aéoconjunto [a] ={xz € A|aRz}.

A inversa de uma relagio R = {(a1,b1), (as,b2),...} é a relagio R~! =
{(bl, 0,1), (bg,ag), .. }

Relacao R C A x A como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando um grafo direcionado no qual os vértices sdo os elementos de A e cada
seta a — b corresponde a um par (a,b) € R.

Relacao R C A x B como grafo direcionado: podemos representar R desen-
hando o conjunto A e o conjunto B em separado e desenhando uma seta a — b
de um elemento a € A para um elemento b € B para cada par (a,b) € R.

A funcdo f : A — B é injetiva quando Vay, a2 € A.(f(a1) = f(az) = a3 =
ag).
A funcgdo f : A — B é sobrejetiva quando Vb € B.3a € A. f(a) = b.

Se f:A— Beg:B — C sdo funcgdes, entdo a sua composta, go f, é uma
funcdo go f : A — C, definida por Va € A.(go f)(a) = g(f(a)).

A funcao identitidade em A,id4 : A — A, é definida por Va € A.id4(a) = a.

Duas funcoes f : A - B e g : B — A sao inversas quando fog = idg e
go f=ida.
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Gabarito:

(Questao Binary - 2.0 pontos) Digamos que a seqiiéncia (bg, by, bo, . ..)
obedece estas trés propriedades: (1) by = 0, (2) Vk € N.bay = 10b, (3) Vk €
N. bag+1 = 10b; + 1. O que voceé sabe sobre b127

Gabarito:

b1 = b2.0+1 = 10b0 +1=1
b3 = b2.1+1 = 10b1 +1=11
be = ba.3 = 10b3 = 110

bis = by.g = 10bg = 1100

(Questao Induction - 2.5 pontos) Considere a seqiiéncia (ag, a1, as, .. .)
definida por: ag =0, ap+1 = 10a, + 1. Defina P(n) = (9a,, + 1 = 10™).
a) (0.4 pts) Calcule aq,as,ag, P(0), P(1), P(2), P(3).
b) (0.9 pts) Mostre que P(20) — P(21).
c¢) (0.9 pts) Mostre que P(n) — P(n + 1) vale para qualquer n.
d) (0.3 pts) Prove Vn € N.P(n).

Gabarito:
ap = 1, ay = 11, az = 111

P0)= (90 +1=100 = (9-04+1=1)=V
P(1)=(9a, +1=10=(9-1+1=10) =V
P(2) = (9as +1=10%) = (9- 11+ 1 =100) = V
P(3) = (a3 + 1 =10%) = (9- 111 + 1 = 1000) = V
( — P(21) < (9a99+1= 1020 — 9as1 + 1 = 1021)

(
< (9az0 +1=10% — 9(10az + 1) + 1 = 10 - 10%°)
< (9az +1 =10%° — 90as + 10 = 10 - 10%9)
& (9az0 +1=10% — 10(9as + 1) = 10 - 10%°)
(9a, +1=10" = 9an4i + 1 = 107+
(9a, +1=10" = 9(10a,, + 1) + 1 =10-10")
(9a, +1=10" = 90a,, + 10 = 10 - 10")
(9a, +1=10" = 10(9a,, + 1) = 10 - 10")

P(n) = P(n+1)

—
—
—
—

(Questao Or - 1.0 pontos) Prove que (P — @)V (Q — P) é sempre
verdade.

Gabarito:
Tabela de verdade (4 linhas).
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(Questao P-any - 2.5 pontos) Defina uma proposicio sobre os naturais,
P : N — Q, tal que P(0), P(1), P(2), P(3), P(5) sejam verdadeiras mas P(4)
seja falsa. Diga quais sdo os valores de verdade de P(6), P(7), P(20) e P(100).
Diga se Vn € N. P(n) — P(n + 1) é verdadeiro ou falso, e porqué.

Gabarito:

Uma possibilidade: P(n) = (n # 4).

P(6) = P(7) = P(20) = P(100) =V

(P(3) > P4)=(V—=>F)=F

(Vn € N.P(n) — P(n+1)) = F, o contra-exemplo é n = 3.

(Questao Square - 2.0 pontos) Seja A = {0,1,2,3} e seja R = {(0,1),
(1,2), (2,3), (3,0), (0,2)} C A? uma relagio sobre A. Seja S = RU R™!.

a) (0.6 pts) Represente S como conjunto.

b) (0.7 pts) Represente R e S como grafos direcionados.

c) (0.7 pts) Mostre que S nao é transitiva.

Gabarito:

S =1{(0,1),(1,0), (1,2),(2,1), (2,3),(3,2), (3,0),(0,3), (0,2),(2,0)}

Desenho: R = (91) com setas0 -1 —+2—3—0e0— 2, sem a diagonal
1—3.

S é a mesma, coisa, mas as setas sao bidirecionais.
Contra-exemplo: 152 A 253 A 1R2.
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