
1Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(2) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(3) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(4) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(5) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.
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2De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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3Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(2) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(3) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(4) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(5) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.
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4De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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5Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(2) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(3) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(4) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(5) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.
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6De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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7Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(2) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(3) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(4) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(5) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?
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8De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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9Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(2) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(3) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(4) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(5) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.
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10De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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11Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(2) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(3) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(4) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(5) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?
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12De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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13Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(2) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(3) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(4) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(5) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.
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14De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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15Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(2) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(3) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(4) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(5) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).
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16De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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17Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(2) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(3) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(4) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(5) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.

2009-1-MD-prova-VR July 8, 2009 06:52



18De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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19Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(2) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(3) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(4) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(5) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?
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20De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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21Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(2) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(3) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(4) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(5) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?
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22De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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23Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(2) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(3) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(4) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(5) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.
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24De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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25Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(2) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(3) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(4) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(5) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).
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26De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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27Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(2) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(3) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(4) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(5) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?
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28De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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29Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(2) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(3) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(4) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(5) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.

2009-1-MD-prova-VR July 8, 2009 06:52



30De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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31Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(2) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(3) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(4) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(5) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).

2009-1-MD-prova-VR July 8, 2009 06:52



32De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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33Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(2) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(3) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(4) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(5) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.
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34De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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35Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(2) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(3) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(4) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(5) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).
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36De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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37Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(2) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(3) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(4) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(5) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?
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38De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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39Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(2) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(3) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(4) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(5) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.
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40De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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41Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(2) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(3) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(4) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(5) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.
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42De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.

2009-1-MD-prova-VR July 8, 2009 06:52



43Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(2) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(3) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(4) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(5) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.
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44De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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45Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(2) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(3) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(4) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(5) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.
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46De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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47Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(2) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(3) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(4) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(5) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.
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48De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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49Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(2) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(3) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(4) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(5) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.
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50De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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51Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(2) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(3) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(4) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(5) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.
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52De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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53Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(2) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(3) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(4) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(5) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.
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54De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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55Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(2) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(3) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(4) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(5) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.
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56De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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57Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(2) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(3) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(4) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(5) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.
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58De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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59Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(2) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(3) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(4) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(5) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?
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60De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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61Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(2) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(3) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(4) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(5) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.
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62De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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63Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(2) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(3) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(4) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(5) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?
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64De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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65Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(2) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(3) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(4) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(5) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.
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66De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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67Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(2) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(3) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.(4) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(5) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.
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68De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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69Matem�ati
a Dis
retaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo O
hsProva de reposi�
~ao (VR) - 01/julho/2009Quest~oes:(1) (2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :) de�nida por: a0 = 0,an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).(2) (2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :) obede
e estas trêspropriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2 N: b2k+1 = 10bk + 1.O que vo
ê sabe sobre b12?(3) (2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais, P : N ! 
,tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4) seja falsa.Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100). Diga se8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.(4) (2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1); (1; 2); (2; 3); (3; 0);(0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.(5) (1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q! P ) �e sempre verdade.
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70De�ni�
~oes:Um 
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a) �e um a 2 A tal que P (a) �e falso.Uma senten�
a da forma 8x 2 A:P (a) �e falsa se e s�o se algum a 2 A �e um
ontra-exemplo para 8x 2 A:P (a).O 
onjunto das partes de um 
onjunto A, P(A), �e o 
onjunto dos sub
on-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um 
onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�
~ao R � A�A �e re
exiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�
~ao R � A�A �e sim�etri
a quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�
~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b; 
 2 A:(aRb ^ bR
! aR
).Uma rela�
~ao R �e uma rela�
~ao de equivalên
ia quando R �e re
exiva, sim�etri
ae transitiva.A 
lasse de equivalên
ia de um elemento a 2 A pela rela�
~ao de equivalên
iaR � A�A �e o 
onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�
~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�
~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�
~ao R � A�A 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando um grafo dire
ionado no qual os v�erti
es s~ao os elementos de A e 
adaseta a! b 
orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�
~ao R � A�B 
omo grafo dire
ionado: podemos representar R desen-hando o 
onjunto A e o 
onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para 
ada par (a; b) 2 R.A fun�
~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�
~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�
~oes, ent~ao a sua 
omposta, g Æ f , �e umafun�
~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�
~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�
~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.
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71Gabarito:(Quest~ao Binary - 2.0 pontos) Digamos que a seq�uên
ia (b0; b1; b2; : : :)obede
e estas três propriedades: (1) b0 = 0, (2) 8k 2 N: b2k = 10bk, (3) 8k 2N: b2k+1 = 10bk + 1. O que vo
ê sabe sobre b12?Gabarito:b1 = b2�0+1 = 10b0 + 1 = 1b3 = b2�1+1 = 10b1 + 1 = 11b6 = b2�3 = 10b3 = 110b12 = b2�6 = 10b6 = 1100(Quest~ao Indu
tion - 2.5 pontos) Considere a seq�uên
ia (a0; a1; a2; : : :)de�nida por: a0 = 0, an+1 = 10an + 1. De�na P (n) = (9an + 1 = 10n).a) (0.4 pts) Cal
ule a1; a2; a3; P (0); P (1); P (2); P (3).b) (0.9 pts) Mostre que P (20)! P (21).
) (0.9 pts) Mostre que P (n)! P (n+ 1) vale para qualquer n.d) (0.3 pts) Prove 8n 2 N:P (n).Gabarito:a1 = 1, a2 = 11, a3 = 111P (0) = (9a0 + 1 = 100) = (9 � 0 + 1 = 1) = VP (1) = (9a1 + 1 = 101) = (9 � 1 + 1 = 10) = VP (2) = (9a2 + 1 = 102) = (9 � 11 + 1 = 100) = VP (3) = (9a3 + 1 = 103) = (9 � 111 + 1 = 1000) = VP (20)! P (21) $ (9a20 + 1 = 1020 ! 9a21 + 1 = 1021)$ (9a20 + 1 = 1020 ! 9(10a20 + 1) + 1 = 10 � 1020)$ (9a20 + 1 = 1020 ! 90a20 + 10 = 10 � 1020)$ (9a20 + 1 = 1020 ! 10(9a20 + 1) = 10 � 1020)P (n)! P (n+ 1) $ (9an + 1 = 10n ! 9an+1 + 1 = 10n+1)$ (9an + 1 = 10n ! 9(10an + 1) + 1 = 10 � 10n)$ (9an + 1 = 10n ! 90an + 10 = 10 � 10n)$ (9an + 1 = 10n ! 10(9an + 1) = 10 � 10n)(Quest~ao Or - 1.0 pontos) Prove que (P ! Q) _ (Q ! P ) �e sempreverdade.Gabarito:Tabela de verdade (4 linhas).
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72(Quest~ao P-any - 2.5 pontos) De�na uma proposi�
~ao sobre os naturais,P : N ! 
, tal que P (0), P (1), P (2), P (3), P (5) sejam verdadeiras mas P (4)seja falsa. Diga quais s~ao os valores de verdade de P (6), P (7), P (20) e P (100).Diga se 8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1) �e verdadeiro ou falso, e porquê.Gabarito:Uma possibilidade: P (n) = (n 6= 4).P (6) = P (7) = P (20) = P (100) = V(P (3)! P (4)) = (V ! F ) = F(8n 2 N: P (n) ! P (n+ 1)) = F , o 
ontra-exemplo �e n = 3.(Quest~ao Square - 2.0 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3g e seja R = f(0; 1);(1; 2); (2; 3); (3; 0); (0; 2)g � A2 uma rela�
~ao sobre A. Seja S = R [ R�1.a) (0.6 pts) Represente S 
omo 
onjunto.b) (0.7 pts) Represente R e S 
omo grafos dire
ionados.
) (0.7 pts) Mostre que S n~ao �e transitiva.Gabarito:S = f(0; 1); (1; 0); (1; 2); (2; 1); (2; 3); (3; 2); (3; 0); (0; 3); (0; 2); (2; 0)gDesenho: R = ( 0 13 2 ) 
om setas 0! 1! 2! 3! 0 e 0! 2, sem a diagonal1! 3.S �e a mesma 
oisa, mas as setas s~ao bidire
ionais.Contra-exemplo: 1S2 ^ 2S3 6! 1R2.
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