
1Matem�ati
a Dis
reta - 2009.2Notas sobre Matematiquês vs. Pas
al vs. C vs. LuaEduardo O
hs - PURO-UFFVers~ao: 2009nov17, 23:30TiposEm C tudo s~ao n�umeros | at�e strings, arrays e fun�
~oes s~ao tratados 
omon�umeros internamente (s~ao pointers, ou seja, n�umeros que indi
am a posi�
~ao namem�oria onde 
ome�
a a representa�
~ao daquele objeto). Cada vari�avel tem umtipo �xo (inteiro, pointer para 
har, et
),Em Pas
al tamb�em, internamente | mas o sistema de tipos faz 
om quen~ao possamos misturar inteiros, booleanos, fun�
~oes, et
.Em linguagens 
omo Python, Ruby e Lua 
ada objeto tem um tipo �xo, mas
ada vari�avel �e uma 
aixa que 
ontem um objeto de qualquer tipo. Os resultadosde express~oes tamb�em s~ao objetos: o resultado de 2+3 �e um n�umero, o resultadode 2==4 �e um booleano (true ou false), e, no exemplo abaixo, o resultadode m(2, 3) um n�umero (e o 
�al
ulo de m(2, 3) tem \efeitos 
olaterais"), oresultado de m �e o objeto 
ontido na vari�avel m | uma fun�
~ao.Matematiquês �e mais pare
ido 
om linguagens 
omo Lua do que 
om lin-guagens 
omo C | em Matematiquês temos v�arios tipos diferentes de objetos(n�umeros, booleanos, listas, 
onjuntos, et
) e objetos de tipos diferentes s~aodiferentes. Em C o \zero" e o \falso" s~ao exatamente iguais!Listas e 
onjuntosEm linguagens de programa�
~ao listas s~ao f�a
eis de representar (arrays!) mas
onjuntos s~ao dif��
eis; �as vezes o �uni
o modo de representar um 
onjunto numalinguagem de programa�
~ao �e fazer uma fun�
~ao que re
ebe um elemento e retornaou \verdadeiro" ou \falso" | e interpretamos \verdadeiro" 
omo \perten
e" e\falso" 
omo \n~ao perten
e".Em Matematiquês n�os sabemos manipular 
onjuntos | at�e 
onjuntos in�ni-tos | e sabemos at�e 
omparar 
onjuntos: lembre que de�nimos A = B 
omoA � B ^ B � A. Um programa que testasse se dois 
onjuntos s~ao iguais te-stando se as suas \fun�
~oes de perten
imento" s~ao iguais levaria tempo in�nitopra rodar.IgualdadeO modo mais natural de testar se duas fun�
~oes s~ao iguais em Lua �e ver seas duas s~ao \a mesma" { isto �e, se tanto uma quanto a outra est~ao no mesmolugar da mem�oria, e portanto 
orrespondem exatamente �as mesmas instru�
~oes.Duas fun�
~oes 
om as mesmas instru�
~oes mas em lugares diferentes da mem�oria| 
omo a f1 e a f2 | s~ao diferentes; seria poss��vel inventar um outro tipode fun�
~ao de 
ompara�
~ao que respondesse que a f1 e a f2 s~ao iguais, mas os
riadores da linguagem resolveram de�nir o == do modo mais simples. Quanto�as fun�
~oes f2 e f3, n�os, humanos, rapidamente des
obrimos que elas d~ao osmesmos resultados, mas 
omo �e que um 
omputador poderia des
obrir isso? �Eposs��vel de�nir uma fun�
~ao que 
ompara fun�
~oes que re
onhe
e que f2 e f3 s~ao\iguais"? 2009-2-MD-
ompara
ao November 18, 2009 19:55



2Fun�
~oesEstamos vendo no 
urso de Matem�ati
a Dis
reta que em matematiquêsfun�
~oes s~ao representadas 
omo rela�
~oes, e j�a vimos que rela�
~oes s~ao repre-sentadas 
omo 
onjuntos; 
omo sabemos 
omparar 
onjuntos sabemos quandoduas fun�
~oes s~ao \iguais" em Matematiquês.At�e pou
o tempo atr�as no 
urso pare
ia que fun�
~oes eram objetos de umtipo diferente dos outros, e que uma fun�
~ao nun
a seria igual a um n�umero,um valor de verdade, uma lista, ou um 
onjunto... Agora que n�os vimos quefun�
~oes \s~ao" 
onjuntos n�os des
obrimos que, por exemplo, se f e g s~ao fun�
~oesde�nidas por: f : f 1; 2; 3 g ! Rx 7! 4xg : f 1; 2; 3 g ! Zn 7! n � 22ent~ao: f = g = f (1; 4); (2; 8); (3; 12) gEssa id�eia de que \fun�
~oes s~ao 
onjuntos" �e uma \de
is~ao dos 
riadores dalinguagem", 
omo a de
is~ao dos 
riadores do C de que \valores de verdade s~aon�umeros".Note que �e poss��vel extrair o dom��nio e a imagem de f e g | f 1; 2; 3 g ef 4; 8; 12 g | a partir de f (1; 4); (2; 8); (3; 12) g, mas n~ao os 
ontradom��nios |R e Z.Erros, loops, efeitos 
olateraisEm linguagens 
omo Pas
al e C, o dom��nio e o 
ontradom��nio s~ao espe
i�
a-dos na de�ni�
~ao das fun�
~oes, e o 
ompilador 
uida para que tanto os argumentosquanto o valor de retorno de uma fun�
~ao sejam sempre dos tipos 
ertos, masisso n~ao garante que uma fun�
~ao retorna: ela pode entrar em loop e exe
utareternamente, ou ela pode dar um erro | por exemplo, sqrt(2) d�a erro. Al�emdisso fun�
~oes podem ter \efeitos 
olaterais" quando exe
utadas | 
omo im-primir 
oisas e modi�
ar vari�aveis | que fazem 
om seja diferente exe
ut�a-lasuma vez s�o ou duas...Em matematiquês fun�
~oes s~ao representadas 
omo 
onjuntos de pares quesimplesmente dizem que valor a fun�
~ao retorna para 
ada valor que ela re
ebe.Aparentemente numa fun�
~ao de�nida por uma f�ormula, 
omoh : R ! Rx 7! (((x + 1)x+ 2)x+ 3)x+ 4a f�ormula �e 
omo um programinha que pre
isa ser exe
utado a 
ada vez quepre
isamos do resultado | mas n~ao �e bem assim, �e 
omo se assim que de�nimosuma fun�
~ao f rodamos esse programinha (a f�ormula) uma vez para 
ada valordo dom��nio, e a�� 
onstru��mos a representa�
~ao da fun�
~ao 
omo um 
onjunto depares | que fun
iona 
omo uma tabela | e a partir da�� iremos sempre s�o
onsultar a tabela.2009-2-MD-
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ao November 18, 2009 19:55



3Problema (pra pensar sobre): em linguagens de programa�
~ao a fun�
~ao sqrtleva `real's em `real's (ou `float's em `float's), e em matematiquês a fun�
~aoraiz quadrada vai de [0;1) em R, mas �as vezes �ngimos que ela vai de R emR e que ela d�a \erro" para argumentos negativos... qual �e o valor de 0 � p�2?Isso d�a 0, erro, ou o quê?Ordem de exe
u�
~aoEm linguagens de programa�
~ao a ordem em que as instru�
~oes de um pro-grama v~ao ser exe
utadas �e pr�e-de�nida, e �e 
onhe
ida pelos programadores.Em matematiquês estamos vendo desde o in��
io do 
urso que o valor de ex-press~oes matem�ati
as pode ser 
al
ulado de v�arios modos, em v�arias ordens,mas que o resultado �e sempre igual... lembre dos nossos diagramas 
om ` 's,por exemplo: (1 + 2) � (3 + 4) (1 + 2) � 7///o/o(1 + 2) � (3 + 4)3 � (3 + 4)�� �O�O�O�O (1 + 2) � 73 � 7�� �O�O�O�O3 � (3 + 4) 3 � 7///o/o/o/o/o/o 3 � 7 21///o/o/o/o/oRede�ni�
~oesEm linguagens de programa�
~ao vari�aveis podem ser rede�nidas e mudaremde valor, e 
omandos 
omo
ontador = 
ontador + 1;s~ao v�alidos; em matematiquês dentro de 
ada 
ontexto assim que uma vari�avel�e de�nida �
a imposs��vel mudar o seu valor | o �uni
o modo de \mudar o valor"dela �e fe
har o 
ontexto onde ela foi de�nida.Express~oes 
omofx 2 A j P (x) g8x 2 A:P (x)9x 2 A:P (x)x 7! 4x (numa de�ni�
~ao de fun�
~ao)
riam 
ontextos, e algumas express~oes em Português 
omo \Seja x = :::; ent~ao..."tamb�em 
riam.Note que estes \
ontextos" fun
ionam um pou
o 
omo os \begin ... end"se as de
lara�
~oes de pro
edures e fun�
~oes do Pas
al: quando damos nomes paraos argumentos para pro
edures e fun�
~oes, ou quando 
riamos vari�aveis lo
ais,estamos 
riando vari�aveis 
ujos nomes \deixam de existir" quando o 
ontexto �efe
hado.StringsLinguagens de programa�
~ao têm strings, que se 
omportam 
omo arrays de
ara
teres; podemos de�nir strings em matematiquês mesmo sem introduzirmosnenhum tipo novo (da mesma forma que rela�
~oes s~ao de�nidas 
omo 
onjuntos)de�nindo strings 
omo listas de n�umeros | por exemplo, \Hello" poderia ser2009-2-MD-
ompara
ao November 18, 2009 19:55



4s�o uma representa�
~ao 
onveniente para a lista (72, 101, 108, 108, 111) | masinfelizmente pou
os livros de Matem�ati
a Dis
reta fazem isso... o S
heinermann~ao faz, ent~ao n~ao tratamos de strings no 
urso.Conjuntos in�nitosEm matematiquês podemos ter listas e 
onjuntos in�nitos | R, N e Z s~aoin�nitos, por exemplo | mas em linguagens de programa�
~ao n~ao | nem todoreal pode ser representado 
omo real ou float, nem todo inteiro pode serrepresentado 
omo integer. (Pense: 
omo �e que eles seriam representados namem�oria?)Em linguagens 
omo Lua podemos ter um array \
ir
ular", A, no qualA[1℄ = A; em matematiquês um 
onjunto A n~ao pode ser membro de si mesmo(
onjuntos \
ir
ulares" 
ausavam problemas l�ogi
os, ent~ao \
onsertaram" asregras que diziam 
omo 
onjuntos podem ser 
onstru��dos para que elas n~aopermitissem mais que 
onstru��ssemos 
onjuntos que 
ontivessem a si mesmos...mas n~ao vamos poder ver estas regras 
om detalhes neste 
urso).
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5(* Programa em Pas
al *)program teste;fun
tion m(a: integer; b: integer): integer;begin WriteLn(" ", a, "*", b, " -> ", a*b); return(a*b); end;fun
tion s(a: integer; b: integer): integer;begin WriteLn(" ", a, "+", b, " -> ", a+b); return(a+b); end;fun
tion P1(a: integer): boolean;begin WriteLn(" ", a, "*", a, " < 10 -> ", a*a<10); return(a*a<10); end;fun
tion P2(a: integer): boolean;begin WriteLn(" ", a, "=4 -> ", a=4); return a=4; end;fun
tion P3(a: integer): boolean;begin WriteLn(" ", a, ">=9 -> ", a>=9); return a>=9; end;pro
edure testaordem;begin WriteLn("2*3 + 4*5:");WriteLn(" -> ", s(m(2, 3), m(4, 5)));WriteLn;end;pro
edure f123(fun
tion f(a: integer; b: integer): integer);begin WriteLn("f(f(1,2), f(3,4)):");WriteLn(" -> ", f(f(1, 2), f(3, 4)));WriteLn;end;pro
edure existe_a_em_A_tal_que(fun
tion P(a: integer): boolean);begin WriteLn("Existe a em {1, 2, 4} tal que P:");WriteLn("-> P(1) or P(2) or P(4)");WriteLn(" -> ", P(1) or P(2) or P(4));WriteLn;end;begintestaordem;f123(s);f123(m);existe_a_em_A_tal_que(P1);existe_a_em_A_tal_que(P2);existe_a_em_A_tal_que(P3);end.
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6(* Output do programa em Pas
al:2*3 + 4*5:-> 4*5 -> 202*3 -> 66+20 -> 2626f(f(1,2), f(3,4)):-> 3+4 -> 71+2 -> 33+7 -> 1010f(f(1,2), f(3,4)):-> 3*4 -> 121*2 -> 22*12 -> 2424Existe a em {1, 2, 4} tal que P:-> P(1) or P(2) or P(4)1*1 < 10 -> True-> TrueExiste a em {1, 2, 4} tal que P:-> P(1) or P(2) or P(4)1=4 -> False2=4 -> False4=4 -> True-> TrueExiste a em {1, 2, 4} tal que P:-> P(1) or P(2) or P(4)1>=9 -> False2>=9 -> False4>=9 -> False-> False*)
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7/* Programa em C: */#in
lude <stdio.h>int m(int a, int b) { printf(" %d*%d -> %d\n", a, b, a*b); return a*b; }int s(int a, int b) { printf(" %d+%d -> %d\n", a, b, a+b); return a+b; }int P1(int a) { printf(" %d*%d < 10 -> %d\n", a, a, a*a<10); return a*a<10; }int P2(int a) { printf(" %d==4 -> %d\n", a, a==4); return a==4; }int P3(int a) { printf(" %d>=9 -> %d\n", a, a>=9); return a>=9; }void testaordem(void) {printf("2*3 + 4*5: \n");printf(" -> %d\n\n", s(m(2, 3), m(4, 5)));}void f123(int(*f)()) {printf("f(f(1,2), f(3,4)):\n");printf(" -> %d\n\n", f(f(1, 2), f(3, 4)));}void existe_a_em_A_tal_que(int(*P)()) {printf("Existe a em {1, 2, 4} tal que P:\n");printf("-> P(1) || P(2) || P(4)\n");printf(" -> %d\n\n", P(1) || P(2) || P(4));}main() {testaordem();f123(s);f123(m);existe_a_em_A_tal_que(P1);existe_a_em_A_tal_que(P2);existe_a_em_A_tal_que(P3);}
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8/* Output do programa em C:2*3 + 4*5:4*5 -> 202*3 -> 66+20 -> 26-> 26f(f(1,2), f(3,4)):3+4 -> 71+2 -> 33+7 -> 10-> 10f(f(1,2), f(3,4)):3*4 -> 121*2 -> 22*12 -> 24-> 24Existe a em {1, 2, 4} tal que P:-> P(1) || P(2) || P(4)1*1 < 10 -> 1-> 1Existe a em {1, 2, 4} tal que P:-> P(1) || P(2) || P(4)1==4 -> 02==4 -> 04==4 -> 1-> 1Existe a em {1, 2, 4} tal que P:-> P(1) || P(2) || P(4)1>=9 -> 02>=9 -> 04>=9 -> 0-> 0*/
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9-- Programa em Lua:fun
tion printf(...) write(format(...)) endfun
tion str(obj) return tostring(obj) endfun
tion m(a, b) printf(" %d*%d -> %d\n", a, b, a*b); return a*b endfun
tion s(a, b) printf(" %d+%d -> %d\n", a, b, a+b); return a*b endfun
tion P1(a) printf(" %d*%d < 10 -> %s\n", a, a, str(a*a<10)); return a*a<10 endfun
tion P2(a) printf(" %d==4 -> %s\n", a, str(a==4)); return a==4 endfun
tion P3(a) printf(" %d>=9 -> %s\n", a, str(a>=9)); return a>=9 endfun
tion testaordem()printf("2*3 + 4*5: \n")printf(" -> %d\n\n", s(m(2, 3), m(4, 5)))endfun
tion f123(f)printf("f(f(1,2), f(3,4)):\n")printf(" -> %d\n\n", f(f(1, 2), f(3, 4)))endfun
tion existe_a_em_A_tal_que(P)printf("Existe a em {1, 2, 4} tal que P:\n")printf("-> P(1) || P(2) || P(4)\n")printf(" -> %s\n\n", str(P(1) or P(2) or P(4)))endtestaordem()f123(s)f123(m)existe_a_em_A_tal_que(P1)existe_a_em_A_tal_que(P2)existe_a_em_A_tal_que(P3)fun
tion f1(a) return 4*a endfun
tion f2(a) return 4*a endfun
tion f3(a) return a*4 endprint(f1, f2, f1==f2)print(f1==f1)

2009-2-MD-
ompara
ao November 18, 2009 19:55



10Log do programa em Lua (rodado interativamente):Lua 5.1.2 Copyright (C) 1994-2007 Lua.org, PUC-Rio> -- Programa em Lua:>> fun
tion printf(...) write(format(...)) end> fun
tion str(obj) return tostring(obj) end>> fun
tion m(a, b) printf(" %d*%d -> %d\n", a, b, a*b); return a*b end> fun
tion s(a, b) printf(" %d+%d -> %d\n", a, b, a+b); return a*b end> fun
tion P1(a) printf(" %d*%d < 10 -> %s\n", a, a, str(a*a<10)); return a*a<10 end> fun
tion P2(a) printf(" %d==4 -> %s\n", a, str(a==4)); return a==4 end> fun
tion P3(a) printf(" %d>=9 -> %s\n", a, str(a>=9)); return a>=9 end> fun
tion testaordem()>> printf("2*3 + 4*5: \n")>> printf(" -> %d\n\n", s(m(2, 3), m(4, 5)))>> end> fun
tion f123(f)>> printf("f(f(1,2), f(3,4)):\n")>> printf(" -> %d\n\n", f(f(1, 2), f(3, 4)))>> end> fun
tion existe_a_em_A_tal_que(P)>> printf("Existe a em {1, 2, 4} tal que P:\n")>> printf("-> P(1) || P(2) || P(4)\n")>> printf(" -> %s\n\n", str(P(1) or P(2) or P(4)))>> end>> testaordem()2*3 + 4*5:2*3 -> 64*5 -> 206+20 -> 26-> 120> f123(s)f(f(1,2), f(3,4)):1+2 -> 33+4 -> 72+12 -> 14-> 24> f123(m)f(f(1,2), f(3,4)):1*2 -> 23*4 -> 122*12 -> 24-> 24
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11> existe_a_em_A_tal_que(P1)Existe a em {1, 2, 4} tal que P:-> P(1) || P(2) || P(4)1*1 < 10 -> true-> true> existe_a_em_A_tal_que(P2)Existe a em {1, 2, 4} tal que P:-> P(1) || P(2) || P(4)1==4 -> false2==4 -> false4==4 -> true-> true> existe_a_em_A_tal_que(P3)Existe a em {1, 2, 4} tal que P:-> P(1) || P(2) || P(4)1>=9 -> false2>=9 -> false4>=9 -> false-> false>> fun
tion f1(a) return 4*a end> fun
tion f2(a) return 4*a end> fun
tion f3(a) return a*4 end> print(f1, f2, f1==f2)fun
tion: 0x851
ba8 fun
tion: 0x8516f90 false> print(f1==f1)true>
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