Matemética Discreta - Primeira Prova (P1)
PURO-UFF - 2009.2

07 /outubro/2009

Prof: Eduardo Ochs

1) (3.0 pontos) Considere as duas sentencas abaixo:
ES

) Todo muiltiplo de 3 é muiltiplo de 9.
(**) Va € Z.(9|a — 3|a).
a) (0.3 pts) Traduza a sentenga (*) para Matematiqués.
b) (0.3 pts) Traduza a sentenca (**) para Portugués.
c) (2.4 pts) Para cada uma das sentencas (*) e (**) diga se ela é verdadeira
ou falsa; se ela for verdadeira demonstre-a, se ela for falsa, refute-a.

2) (2.0 pontos) Considere as quatro sentengas abaixo:

(P AQ) — R (vamos chamar esta de “A”),

P — (Q — R) (vamos chamar esta de “B”),

@ — (P = R) (vamos chamar esta de “C”),

@ — R (vamos chamar esta de “D”).

Quais as relagoes entre as sentencas acima? Quais sdo logicamente equiva-
lentes, quais nao sao? C' = D ou C' 4 D? Diga tudo que vocé puder sobre
elas.

3) (2.0 pontos) Minha tia tem 30 CDs, “Roberto Carlos 17, “Roberto Carlos
27 etc, até “Roberto Carlos 307, e ela tem um aparelho de CD com uma bandeja
na qual cabem 4 CDs. Os espacos para CDs na bandeja sdo numerados de 1 a
4, e quando ela aperta o botdao “TOCAR TUDO” do aparelho ele toca os CDs
das bandejas 1, 2, 3 e 4 em ordem.

a) (1.0 pts) Quantos modos diferentes ela tem de programar o aparelho para
tocar 4 CDs?

b) (1.0 pts) Expresse a resposta do problema anterior formalmente usando
a linguagem de conjuntos e listas.

4) (1.0 pontos) Sejam A ={1,2}, B={3,4},C ={5,6}.
Mostre que (A x B) x C'e A x (B x C') sdo conjuntos diferentes.

5) (2.0 pontos) Sejam A = {1,2} e B={{1,2},1,2}. Calcule o valor de
verdade das duas sentencas abaixo:

a) Ae B

b) ACB
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Algumas defini¢oes:

P(A) = {B|BC A}

AxB = {(a,b)|ac A,be B}
ANB = {a€A|a€e B}

ACB seesése Va€ A,a € B
A=DB seesbse ACBABCA

alb seesése r€Z.axr="»>

aépar seesbése dr €Z.a=2x

a é impar seesése dx € Z.a=2x+1

Dicas:

Ja € {4,56}.a2=25 ~ 42=25V52=25V6> =25
Vae {4,56}.a2=25 ~ 42=25A52=25A6%=25
a€{4,56} ~ a=4Vva=5Va=6

Operagoes sobre listas: se a é uma lista entao

compr(a) é o comprimento de a e ay, .. ., Gcompr(a) SAO

as componentes de a. Se compr(a) = 3 entdo a = (a1, as, az).

A prova é para ser feita em duas horas, sem consulta.
Responda claramente e justifique cada passo.

Lembre que a correcéo ird julgar o que vocé escreveu, e

que é impossivel ler o que vocé pensou mas nao escrevetl.
Lembre que a resposta esperada para cada questao nao é sé
uma férmula ou um nimero — a “resposta certa” é um
raciocinio claro e convincente, com todos os detalhes
necessarios, mostrando que vocé sabe traduzir corretamente
entre as varias linguagens (portugués, diagramas,
matematiqueés, etc) e explicando o que voceé estd fazendo
quando for preciso.

Outra dica: confira as suas respostas!

Boa prova!
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Mini-gabarito (versdo: 20090ct14, sem a lista dos erros
comuns e sem a pontuagao por idéias especificas):

1a) (0.3 pts)
(*) Todo miltiplo de 3 é miltiplo de 9.
Para todo x€\Z se x é miltiplo de 3 ent8o x é miltiplo de 9.
Para todo x€\Z se 3 divide x ent8o 9 divide x.
Para todo x€\Z se 3|x entdo 9lx.
VxeE\Z. (3]x -> 9[x).

1b) (0.3 pts)
(x%x) Vac\Z.(3la -> 9la).
Para acZ se 3 divide a entdo 9 divide a.
Para todo inteiro a se 3 divide a entdo 9 divide a.

1c) (2.4 pts)
A sentenca (*), "VxE\Z.(3|x -> 9|x)", é falsa.
Para refutd-la basta mostrar um contra-exemplo; os contra-exemplos
possiveis sdo 3, 6, 12, 15, 21, 24, ... e -3, -6, -12, -15, etc.
Em detalhes:
3|12 é verdade e 9|12 é falso;
dai (3112 -> 9]12) é falso,
e se x=12 entdo (3|12 -> 9]12) é falso;
dai (Vx€\Z.(3|x -> 9]|x)) é falso.

A sentenga (*x), "Vac\Z.(9la -> 3la)", é verdadeira. Vamos provi-la.
Comegamos supondo que a é um inteiro tal que 9la.

Entdo pela definig&o de divisibilidade existe um inteiro b tal que 9b=a.
Como 9=3-3 entdo 9b=(3-3)b=3(3b); como 9b=a entio a=9b=3(3b).

Dai existe um inteiro c, c¢c=3b, tal que a=3c, e pela definigdo de
divisibilidade temos que 3la.

Concluimos que para qualquer acZ se 9|a entdo 3|a -

ou seja, que Vac\Z.(9la -> 3la).

2) (2.0 pts)
IIAII IIDII IIBII l|cl|
P Q R PAQ (PAQ)->R Q->R P->(Q->R) P->R Q->(P->R)

PP P2 OOOOoO
PR OOK KL OO
HORFrOKrORrO
= = O O0OO0OO0OOoOOo
O R PR e
O R B = O
H O R B R R R
= O R O K R P =
H O R B R R R

As sentencas A, B e C sdo logicamente equivalentes,
e a sentenga D ndo é equivalente a nenhuma delas.
Em todas as situgdes nas quais D é verdade A, B e C
também sdo verdade, portanto D->A, D->B e D->C séo
verdade; mas A-/->D, B-/->D e C-/->D, porque ha uma
situagdo - P=0, Q=1 e R=0 - na qual A, B e C sé&o
verdadeiras mas a D é falsa.
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3a) (1.0 pts)
Ela tem que pdr um dos 30 CDs na primeira bandeja,
um dos 29 outros CDs na segunda bandeja,
um dos 28 outros CDs na terceira bandeja,
e um dos 27 outros CDs na quarta bandeja.
Dai ela tem 30-29-28-27 modos diferentes de colocar
quatro CDs no aparelho.

b) (1.0 pts)
Um modo de escolher os 4 CDs é uma lista de quatro
numeros, (a,b,c,d), na qual a,b,c,d € {1, 2, ..., 30}

e ndo ha repetigdes - ou seja, a!=b A al=c A al=d A
bl=c A bl=d A c!=d.
0 conjunto das soluglSes do problema é o conjunto de
todas estas listas:

s = {(a,b,c,d)| a,b,c,de{1,2,...,30} A
al=b A al=c A al=d A
b!=c A b!=d A
cl=d},

e vimos que S tem exatamente 30-29-28-27 elementos
diferentes; em matematiqués, |S| = 30-29.28-27.

4) (1.0 pts) H& varias provas possiveis. Uma é:

(AXB)xC

--> {(x,c) | x€EAXB, c€C}

-=> {(x,c) |xc{(a,b) lacA, beB}, ceC}

--> {((a,b),c)lach, beB, ceC}

--> {((a,b),c) lac{1,2}, be{3,4}, cc{5,6}}

--> {((1,3),5), ((1,3),86), ((1,4),5), ((1,4),6),
((2,3),5), ((2,3),6), ((2,4),5), ((2,4),6)}

Ax (BxC)

--> {(a,y)lach, yeBxC}

--> {(a,(b,c))lacA, bcB, ceC}

--> {(1,(3,5)), (1,(3,6)), (1,(4,5)), (1,(4,6)),
(2,(3,5)), (2,(3,6)), (2,(4,5)), (2,(4,6))}

e ai vemos que (AXB)XC tem elementos que n8o estfo em AX(BXC)
e vice-versa.

5) (2.0 pts)
A= {1, 2}
B = {{1, 2}, 1, 2}

AeB --> A={1, 2} V A=1 V A=2
-->VVFVF
-->V

A \subseteq B --> VacA. acB
--> Yac{1l, 2}. acB
--> 16B A 2€B
> VAV
—
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