Célculo 2 - 2010jul04
Exercicios de preparagao para a P3 -
versao preliminar

A composta de duas funcgoes f e g, f o g, é definida da seguinte forma: para
todo valor de x, (fog)(z) = f(g9(x)). Por exemplo, se f(y) =y e g(x) =2 +1

entao:
flg(x)) = fl@+1) = (z+1)°
flg@)) = g(@)? = (z+1)

Repare que neste caso podemos pensar que temos gréficos y = g(z), z =
f(y), 2= (f o g)(x) (tente imaginar estes trés graficos juntos em R3!).

E muito comum usarmos a mesma varidvel nas duas fungoes que queremos
compor — por exemplo, f(z) = 22 e g(z) = x +1 — e af os dois modos de
compor feg, fogego f, “fazem sentido”, mas precisamos de um pouco mais
de atencdo para ndo nos enrolarmos nas contas:

flg(x)) = flz+1) = (z+1)
flg(x)) = g@)? = (2+1)
9(f(x)) = g@@*) = 2*+1
g(f(z)) = flx)+1 = 2*+1
Vamos fixar uma funcao f:
f: R —- R

(depois vamos generalizar as idéias deste exercicio para uma f qualquer). Pode-
mos definir duas operagoes, (fo) e (of), que recebem fungdes de R em R e
retornam outras fungoes de R em R:

(fo) + C®([R) — C>(R)

g +— (fo)(g)=rfoyg
(of) = C*([R) — C>(R)

g — (of)(g)=gof

entdo por exemplo, (fo)(sen)(z) = (senz)? e (
(1) Seja g(z) = 2®. Caleule (fo)(g) e (of)(g)-
(2) Seja g(z) = 423. Calcule (fo)(4g) e (of)(
(3) Sejam a =4, b =5, g = sen, h = cos. Calcule (fo)(ag + bh) e a(fo)g +
b(fo)h.

(4) Generalize: para a,b € Re g,h € C*(R), calcule (fo)(ag+bh) e a(fo)g+
b(fo)h.

(5) Sejam a =4, b =5, g = sen, h = cos. Calcule (of)(ag + bh) e a(fo)g +
b(fo)h. A operagao (of) é linear? Porqué?

(6) Generalize: para a,b € R e g,h € C*(R), calcule (of)(ag + bh) e a(of)g +
b(fo)h. A operagao (fo) é linear? Porqué?
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Agora f : R — R vai ser uma funcdo qualquer.
(7) Para a,b € R e g,h € C*(R), calcule (fo)(ag + bh) e a(fo)g+ b(fo)h. A
operagao (fo) é linear? Porqué?
(8) Para a,b € Re g,h € C*(R), calcule (of)(ag + bh) e a(of)g + b(of)h. A
operacao (of) é linear? Porqué?

(9) Sabemos que (D — 2)(D — 3)(e**) = 0 e que (D — 3)(D — 2)(e%*) = 0.
Vimos em sala de aula que isto nos diz que as solugoes de f” —5f' +6f =0
sdo da forma f = ae®® 4 be3*, mas ninguém consegue lembrar todos os detalhes
desta demonstragao da primeira vez 8-). Tente refazé-la e justificar claramente
cada passo dela.

(10) Generalize: que fungoes f sao solugoes de (D — a)(D — 8)(D —v)f =0
quando «, J e 7y sao constantes reais diferentes?

(11) Calcule (D — 1)%(ze®).

(12) Mostre que as fungoes da forma f = ae® 4 bxe® sao solugoes de f”/ —2f' +

F=o.

(13) Verifique que (D — 1)(e2*) = e2*

(14) Verifique que (D — 1)(e”) = 0.

(15) Verifique que (D — 1)(e?* + ae®) = e,
(

e ae®) =
(16) Mostre que se (D—a)(D—3)g = h entido (D—a)(D—3)(g+ae®® +be*) =
h.
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Lembre que definimos em sala de aula uma operagao

£(0)
F(0)
Uf)y=1 o

e vimos que ela era linear. Os primeiros exercicios abaixo sao sé pra vocé
relembrar como ela funciona, os outros sao novidade.

(17) Caleule U(e®), U(e?*), U(e™®), U(e™@), U(e®® + e~@), U(e™ — =),
U(cosz), U(senz).

(18) Calcule U(a + bz + ca? + da?).

10
10
O vetor (%8) mora em R3, O vetor <§8> mora em R*, etc. O resultado
40
de U(e”) é um vetor de dimensao infinita, e ainda nio temos um nome “oficial”

para o espaco vetorial dos vetores de dimensao infinita com componentes reais...
entdo vamos inventar um nome para este espago agora: RY (em outros cursos
de Matemdtica ele vai receber outros nomes). A operagao U vai de C*°(R) em
RY. Vamos definir uma operacio W : RY — C°(R) assim:

ao
ai
a2
W a3 = apz? +arat + Qa4+ Lot 4.

= Z;io %xj
(19) Verifique que se f é um polindémio de grau 5 temos W(U(f)) = f. Obs:
como é que vocé formaliza a idéia “f é um polindmio de grau 5”7 Tente algo
como: “f é da forma [expressao], onde bl4, ..., e bld sdo nimeros reais”.
(20) Verifique que se v € RY é um vetor infinito que é “sempre 0 a partir da
5% posigao” (formalize isto!) temos U(W (v)) = v.

O melhor modo de resolver um problema como, por exemplo, “encontre uma
solugdo de f”" —5f" +6f = 0 tal que f(0) =3 e f/(2) = 47, é descobrir que f
tem que ser da forma ae?® + be3®, definir uma transformacao linear

T(f) = (}C’((OQ))>

e al resolver:
T(ae® +be*) = (4)

(21) Encontre uma solugao de f” + f' —2f =0 tal que f(0) =1e f'(0) =0.
(22) Encontre uma solugao de f” + f' —2f =0 tal que f(0) =0e f'(0) = 1.
(23) Encontre uma solucao de f” + f' —2f =0 tal que f(0) =4 e f'(0) = 5.
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