Matematica Discreta - 2010jull3
Exercicios de preparagao para VS extra -
versao preliminar

Uma das idéias cruciais de Matematica Discreta — e que nao é explicada
claramente no livro do Scheinerman — é a idéia de redugdo: uma seqiiéncia
(vélida) de redugoes nos d4 um modo de calcular o valor de uma expressdo. Nés
denotamos “« pode ser reduzido a 3 (em um passo)” por a ~» (. Por exemplo,
para calcularmos o valor de 2-3+4-5 nds seguimos qualquer uma das seqtiéncias
de reducao no diagrama abaixo,

2:3+4+4-5 ~~>2-3+20
% |
v v
6445~ 6420~ 26

Podemos marcar as “subexpressoes” da expressao original, 2 -3 + 4 - 5,
sublinhando-as:
-3+4-5

Vamos interpretar estes sublinhados como uma espécie de parénteses — o
primeiro significado que vamos dar para eles vai ser que eles vao nos dizer como
calcular o valor de uma expressao maior a partir de expressoes menores. Por
exemplo, em 2 -3+ 4 -5 eles dizem que para calcularmos o valor de 2-3+4-5
temos que primeiro calcular os valores de 2-3 e 4-5 e depois somar os resultados.

Repare que podemos aumentar o diagrama anterior incluindo seqiiéncias de
redugoes erradas, que dao resultados errados:

2:3+4:5 ~~>2-3+20 > 223 ~~~ 46

!
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P v v
14.-5<~ 2-7-5 6+4-5~~>6+20 ~~~>26
L
¢ ¢ v
70 <~~~ 2-35 10-5 ~~—r~rrs 50

(1) Encontre um modo de converter entre sublinhados e seqiiéncias de redugoes.
Quais sao as seqiiéncias de redugdes (isto é, caminhos no diagrama acima) cor-
respondentes a 2-3+4-5e 2-3+4-57 Os dois caminhos correspondentes a

2-3+4-5 dao o mesmo resultado?

(2) Podemos considerar que cada “4+” no diagrama acima representa um “8”,
cada “” representa um “9” (como na P1), e que o ~ 8 quer dizer aRf3 e a-> 3
quer dizer aSS3; entao S = {(2839485, 28785), (283920, 2823), (69485,1085)} C
N2, Escreva R C N? como conjunto.
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(3) Reescreva o diagrama acima trocando os ‘-’s e ‘“+’s por ‘8’s e ‘9’s e use-o
para representar o fecho transitivo de R (vamos chamar o fecho transitivo de
“RT7). Sugestdo: use um terceiro tipo de seta, o — (3, para representar os
pares que sé pertencem a RT.

(4) RT\R ¢é um conjunto de pares, e portanto uma relagao. 28785(R*\R)70 é
verdade? E 28785(R™\R)28357

Releia a se¢ao 1.5 do Hopcroft/Ullman/Motwani (esta segdo se
chama “The Central Concepts of Automata Theory” na edicao
em Inglés).

Na secao 1.5 do Hopcroft/Ullman/Motwani aparecem as nogoes de alfabeto

e de palavra. Se ¥ é um alfabeto, entdo ¥ é o conjunto das palavras de
comprimento > 1 formadas por “letras” de X, e ¥* é o conjunto das palavras
de comprimento > 0 formadas por letras de 3. Se ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},
entdo N C T, mas ¥ tem palavras que parecem com nimeros naturais escritos
errado — por exemplo, 04321. Em X* temos uma operagao de concatenagao
que é bem parecida com o “+” que usamos no curso; >* é um mondide, o seu
elemento neutro é a palavra de comprimento 0, que o H/U/M denota por €. Ele
escreve a concatenagao “direto” (mais formalmente: “por justaposi¢ao”) — a8
ao invés de a +H (.

(5) Se ¥ = {4,5}, calcule 32, X2 U ¥l 22U st ux’.

(6) Encarando 004 como um elemento de ¥*, calcule 0043 e 004°.

(7) Seja A = {004,5} C ©*. Calcule A2.

Vamos aumentar o nosso alfabeto um pouco. A partir de agora ¥ vai ser:
¥ ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,+,-, N, M, A}

e as relagdes R e S da pagina anterior vdo passar a ser R, S C (¥*)2. Com isto
nao vamos mais precisar trocar “’s e ‘+’s por ‘8’s e ‘9’s.

Vou definir uma relagao nova, T', sobre ¥*, assim: xT'y vai ser verdade se e
s6 se existem «, 3, 8',v € ¥* tais que x = afy, x = af’y, e 8 ¢ 8’ obedecem
alguma das condigoes (i)—(iv) abaixo:

(i) =N e (' € N (lembre que N C ¥*)

i) =MefB =N

(i) f=Mef =M-M

(ivip=Aed =M

(v)y f=Aepf =A+A

Por exemplo, (2+ M +T7)T(2+ M - M +7) é verdade — pela condicao (iii),
coma=2+,8=M,3 =M -M, v=+T7.

(8) Vamos escrever Ty como x = y. Para cada uma das setas do diagrama
abaixo justifique porque 2Ty é verdade, dizendo qual das regras (i)—(v) for
utilizada e quem era «, 3, 3, 7.

(9) Pelo diagrama abaixo d4 pra ver que (A)T*(A+N-5). Mostre que (A)T™*(2-
3+4.5).
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M+N-5 <= A+N-5

1 1

M+N-N <= A+N-N

1 1

M+M-N <= A+M-N

1 1

M-M+M-M<— M+M-M <= A+M-M

1 1 1

2M+M <= N-M+M <=M -M+M —— M+M <——= A+M

| [ [ 1 1

2M+A<— N-M+A<—=M-M+A<—— M+A A+A A

(10) Podemos usar os sublinhados pra indicar “de onde vem cada subexpressao”
de uma palavra como 2 -3+ 4 -5, e podemos usar

como abreviagao para:

2
~—

N N
~—

M

A partir destes diagrama com chaves — vamos chamaé-los de arvores de
parsing — ¢é fécil ver como obter uma série de “substituigoes” (cada x = y é
uma substituicao de uma letra por uma outra letra ou por uma expressao um
pouco maior) que mostram que (A)T(2-3 +4-5) é verdade.

Qualquer linguagem de programacao usa idéias parecidas com as que acabamos
de ver para entender expressoes e descobrir como interpretd-las (vocé vai ver
tudo isto em detalhes daqui a alguns perfodos, no curso de Linguagens Formais).

(11) Tente encontrar uma &arvore de parsing que mostra que MT*(3 + 4).
Porque vocé nao consegue?

(12) Tente encontrar uma arvore de parsing que mostra que AT*(3+). Porque
vocé nao consegue?

(13) Tente encontrar uma drvore de parsing para AT*(2-3+4-5) na qual um
dos sublinhados esteja nesta posicao: 2-3+4-5. Porque vocé nao consegue?
(14) Tente encontrar uma &rvore de parsing para AT*(2-3+4-5) na qual um
dos sublinhados esteja nesta posicao: 2-3 + 4 -5. Porque vocé nao consegue?
(15) Encontre duas drvores de parsing diferentes para 6 - 7 - 8, uma com sub-
linhados nestas posigoes, 6 - 7 - 8, e outra com sublinhados nestas: 6 -7 - 8.
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Se MT*x, vamos dizer que z é uma expressao multiplicativa;
se AT*x, vamos dizer que x é uma expressao aditiva.

(16) Pegue algumas expressoes em C e tente marcé-las com sublinhados do
modo que vocé imagina que o C faga. Como vocé acha que o C parseia 3+16-4-2+57
E 16/4/-27 E 2+3+4+57 E a=4-b=c+5?

Podemos usar a idéia de subexpressoes para nos ajudar a entender todos os
tipos de expressoes em matematiqués que apareceram no curso. Por exemplo:

Va,b,c€c A.aRbANbDRc—aRc

ondeoa,o0beocno ‘Va,b,c € A’ sdo nomes de varidveis (lembre que coisas como
‘32 € N’ e ‘V{2,3} C N’ so inadmissiveis, sdo erros conceituais gravissimos, e
que pessoas que escreveram coisas assim apesar de todos os avisos mereciam ter
suas provas anuladas... vou dar mais detalhes sobre “nomes de varidveis” na
préxima versao da lista).
(17) Digamos que A = {1,2,3,4} C N. Identifique quais das subexpressoes de
Va,b,ce A.aRbANbRc— aRc

tém valores que sao numeros, quais tém valores que sao conjuntos, quais tém
valores que sao valores de verdade, etc.

(18) Faga o mesmo para todas as subexpressoes das expressdes em matems-
atiqués que aparecem nos enunciados da P3. Anote todas as suas dividas e
discuta-as com seus colegas.

Digamos que B C {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}; temos 1024 ‘B’s possiveis. Vamos
nos restringir aos ‘B’s que obedecem as condigoes abaixo:

(i) Bc {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},

(ii) 3 € B,

(iii) 0 e B—-3€eB)A(1eB—4€B)AN(2eB—-5€B)AN3€B—
6eB)AN4eB—-T7eB)AN(beB—-8€B)A(6€B—9¢€B).

(19) Encontre trés valores para B diferentes que obedegam as condigdes (i),
(ii), (iii) acima.

Dizemos que um numero n “é da forma 4k 4+ 1”7 quando existe um valor
para k € Z tal que n = 4k + 1. Os inteiros 5, 21 e -7 sao da forma 4k + 1;
0s numeros 2, % e m nao sao. Expressoes como “xxx da forma bld” sao muito
comuns em linguagem matematica. A proposicdio 1 > 2A2 >0 — 1 > 0 “
da forma P — @Q” (para P = (1 > 2A2 > 0) e @ = (1 > 0)); a proposi¢ao
Vo € A.x =2 A x =3 nao é da forma P A @), mas contém uma subexpressao da
forma P A Q.

Temos muitos modos diferentes de escrever a prova de que se B obedece as
condigoes (i), (ii) e (iii) acima, entdo 9 € B. Vamos ver alguns modos (mais
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precisamente: alguns “sistemas dedutivos”) nos quais podemos caracterizar pre-
cisamente o que é uma prova e o que nao €, usando a idéia de que cada passo
tem que ser de uma das poucas formas permitidas. Como a defini¢ao precisa de
“sistema dedutiva” é dificil (porque é geral demais), vamos comecar com alguns
exemplos.

A &rvore abaixo é uma prova de 9 € B num sistema dedutivo chamado
“deducao natural”:

(i4) (ii1)
3¢B 3¢B—6¢B (#i7)
6e€B MP 6ecB—9¢B
9e¢B

Cada barra dela é de uma destas formas:

(ii) (iid) (iid) (iid)
3¢B 0eB—3€B 1eB—4e€B 2€6B—5€cB

(u3i) (#i1) (7i7)
3eB—-6¢€B 4¢eB—-7¢€B 5¢6B—8¢B

(ii) P P—Q
6cB—9€B Q

MP
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