Multiplicacao de matrizes:
1 2 3 1000 1230
4 5 6 100 | = | 4560
7 8 9 10 7890
~—
d><5 ><1 3x1
i ag+bk ah+0b ai+bm aj+bn
m 72)2 cg+dk ch+dl ci+dm cj+dn
eg+ fk eh+ fl ei+fm ej+ fn
X4 3x4
. a b
( ) ¢ d| = erro (porque 4 # 3)
f
3><2
1 2\ /100 0 120 0
3 4 10 0 340 0
100 O 100 200
10 20
2\ " /100 100
3 10 |=(2 3 4)[ 10 ] =(234) =234
4 1 1
Soma de matrizes:
10 20 30+234_12 23 34
40 50 60 5 6 7) \45 56 67
10 20 30 n 2 3\
40 50 60 5 6)
Multiplicacao de ntimero por matriz:
10 2 3 4\ (20 30 40
5 6 7) \50 60 70
Operagoes logicas:
“E” : LLOu” . 4éImplica7’ : 4(Néo77 :
F&F = F FVF = F F—-F =V -F
F&V = F Fvv =V F—-V =V -V
V&F = F VVF =V V—-F = F
V&V =V VvV =V V-V =V
Se x =6,
2< z & z <5
T~
6 6
—_———  ——
v F
F
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“Set comprehensions”

Notagao explicita, com geradores, filtros

e “” separando os geradores e filtros da expressao:
{a €{1,2,3,4}; 10a } = {10,20,30,40}
—_—

ger expr

{a €{1,2,3,4}; a } = {1,2,3,4}
ger expr
> 3 —
{a€{1,2,3,4},a>3; a } {3,4}
ger filt expr
> 3 —
{a €{1,2,3,4},a > 3; 10a } {30, 40}
ger filt expr

{a€{10,20},be {3,4};a+b} = {13,14,23,24}
—_———— ———

ger ger expr
{ac{,2},be{3,4};(a,0)} = {(1,3),(1,4),(23),(2,4)}
———— ———
ger ger expr
Notagdes convencionais com “|”:
{10a | a € {1,2,3,4} } = {a€{1,2,3,4};10a}
—_———

ger expr

{alae{1,234}} = fae{1,2,34) a )}

ger expr

{a€{1,2,3,4} |a >3} =

1,2,3,4 >3 = 1 4 > 3.

{a|lae€{l,2,3,4},a > 3} {a €{1,2,3,4},a>3; a }
ger filt expr

10 1,2,3,4 >3 = 1,2.3,4 >3:1

{10a | a € {1,2,3,4},a > 3} {a €{1,2,3,4},a > 3; 10a }
ger filt expr

{a € {10,20},b € {3,4};a+ b}
—_———— ———
ger ger expr
fae{1,2},b e {3,4}; (a,b)}
—— —— =
ger ger expr

Truque:
{ gerador | filtros } = {gerador, filtros; varidvel do gerador}

expr
{ expr | geradores e filtros } = {geradores e filtros; expr}
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Exercicios

1) Represente graficamente:

A = {(174)’( ) )7( ) )}

B = {(17 3)’ ( ’ )7 ( ) )}

C = {(173)’( ) )7( ) )7(27 )}

D = {(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)}

E = {(073),(1,2),(2, 1),(3,0)}
2) Calcule e represente graficamente:

{r €{1,2};(z,3 —2)}

{l’ € {13 2; 3}7 (1'73 - SC)}

{z €{0,1,2,3}; (z,3 — )}

{x €{0,0.5,1,...,3}; (2,3 —x)}
{z e{1,2,3},y € {34} (z,y)}
{r e {3,4},y €{1,2,3} (z,9)}
{ze{3,4},y € {1,2,3} (y,2)}

{z €{3,4},y € {1,2,3}; (2,2)}
{r€{1,2,3},y € {3,4}, 2+ y < 6; (z,9)}
{z €{1,2,3},y e {3,4},z+y > 4;(z,y)}
{r €{1,2,3,4},y € {1,2,3,4}; (z,vy)}

NHOVOZEN N U TN TQW
Y | 1 | 1 1 {1 | 1 |

{z,y€{0,1,2,3,4}; (z,9)}

{xay € {07 1727374}7y = 3’ (‘Tay)}
{x,y € {07 1727374}7x = ;(x,y)}
{z,y € {0,1,2,3,4}, 2 +y = 3; (x,y)}
{xvy € {07 17273,4},9 = Z; (mvy)

{z,y € {0,1,2,3,4},y =z + 1;(x,y)}
{z,y € {0,1,2,3,4},y = 2x; (x,y)
{z,y€{0,1,2,3,4},y = 22+ 1; (z,y)}

3) Calcule e represente graficamente:
z,0) |z €{0,1,2,3}}
x/2)|x6{0 1,2,3}}

(

(x

(r.0) | 2 € {0,1,2.3} }
(x2x)|x€{0123}}

(x,1) |z €{0,1,2,3} }
(x,1+x/2)|z€{0,1,2,3} }
(¢,14+z)|z€{0,1,2,3} }
(x,14+2z) |z €{0,1,2,3}}
(r.2) | 7€ {0,1,2,3) )
(x,2+xz/2) |2 €{0,1,2,3} }
(x,2+z)|z€{0,1,2,3} }
(x,2+2z) |z €{0,1,2,3} }
(z,2) [z €{0,1,2,3} }
(z,2—-2/2) |z €{0,1,2,3} }
(x,2—z)|2€{0,1,2,3} }
(2,2 —22) |z € {0,1,2,3} }

NOZENTNu~TIQNETAOT

{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
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Produto cartesiano de conjuntos:

AxB:={a€ Abe B;(a,b)}

Exemplo: {1,2} x {3,4} ={(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)}.
Uma notacdo: A2 = A x A.

Exemplo: {3,4)2 = {3,4} x {3,4} = {(3,3), (3,4), (4,3), (4,4)}.

Sejam:
A = {17 2’ 4}’

B =1{2,3},
O ={2,3,4}.

Exercicios

4) Calcule e represente graficamente:
a) AxA d)BxA g CxA
b)AxB e BxB h)CxB
c)AxC f)BxC 1i)CxC

5) Calcule e represente graficamente:

A = {z,y€{0,1,2,3};(z,y)}

B = {x,ye {0717273}73/:27 (ilf,y)}

¢ = {l’,yG {0717273}71': 1;(x,y)}

D = {x,y€{0,1,273}7y:x; (m,y)}

E = {z,y€{0,1,2,3,4},y = 2z;(z,y)}

F = {(z,y) €{0,1,2,3,4}% y = 2x; (z,y)}
G = {(x,y) € {07172’3a4}2 Yy =z (1' y)}
H o= {(zy) €{0,1,2,3,4%y = 2/2 (z,9)}
I = {(z,y)€{0,1,2,3,4}2,y =x/2+1;(z,y)}
J = {(z,y)€{0,1,2,3,4}% |y =2z}

K = {(x,y)E{O,l,Q,S }2|y—x}

L = {(xvy)€{0717234}2|y*x/2}

M = {(z,y)€{0,1,2,3,4}? |y=2/2+1}
N = {(x,9)€{1,2,3}2|0x+0y=0}

O = {(r,y)€{1,2,3}?|0x+0y=2}

P o= {(x,y)€{1,2,3}2|x2y}
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)

Alguns exemplos de como calcular as “set comprehensions’
dos exercicios das pdginas 3 e 4 usando tabelas:

24)
A:={ze{l,2};(z,3—2)}
A=1{(1,2),(2,1)}

z (x,3—x

T (1,2
2 (2,1

21)
I:={xe{1,2,3},y e {3,4}, 2 +y < 6;(z,9)}
I= {(173)’ (174)7 (1’ 5)}

zy r+y<6 (z,y

13 V (1,3

14 V(1,4

23 V (1,3)

24 F |

33 F |

34 F |
3D)
D :={(z,2z) |z €{0,1,2,3} }
D ={z€{0,1,2,3}; (x,22)}
D ={(0,0),(1,2),(2,4),(3,6)}

z (z,2x

0 (0,0

1 (1,2)

2 (2,4)

3 (3,6)
5P)
P:={(z,y) €{1,2,3}* |2 >y}
P={(z,y) € {1,2,3}*,2 > y; (z,9)}
P = {(17 1)7 (2’ 1)7 (2 2) (37 1)7 (3’ 2)7 (37 3)}

zy) zy x>y (z,y

%1,1% 11 V %1,1%

(1,2) 12 F |

(1,3) 13 F |

(2,1) 21 V (2,1)

(2,2) 22 V (2,2

(2,3) 23 F |

(31)31 V (3,1)

(32)32 V (3,2

(3,3) 33 V (3,3)
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Pontos e vetores

Se a, b, ¢ sao nimeros entao

(a,b) é um ponto de R?,

ﬁ é um vetor em R?

(a,b,c) é um ponto de R?,

(a,b,c) é um vetor em R3.

Por enquanto nés s6 vamos usar R? —

a terceira parte do curso vai ser sobre R3.

Se A é um ponto (de R?) e ¥ é um vetor (em R?)
entdo Ay, As, U1, U sdo ntimeros e A = (41 4,), U= (171,172;

(as operagoes (-, -), (-, -), -1, -2 “montam” e “desmontam” pontos e vetores).

Operagoes com pontos e vetores (obs: a, b, c,d, k € R):

1) (a,) + (e, d) = (a+ ¢,b+ d)

j—i—(cdj a+c,b+d

a—c,b—dz
c,dj a—c,b—d5

a,b) + = erro
) = erro

b) +
a,b) - k = erro

,5) + (10,20)) Obs: dois modos de resolvé-los:
5

+ (10,20 a) (2,3) + ((4,5) + (10, 20))
N———

[regra 2]

— (14,25}
(5, 10 - (2,3

[regra 1]

)
f) ((2,3) - (5,10)) - (10, 100) = (16,28)

33 ((5(105 (10,100)) a) (2,3)+ ((4,5) + (10,209)

10, 100)) - (2,3) —(2,3) + (14,25

10,100) - (5, 10)) - (2,3) ;(16728)
10,100) - (2,3)) - (5, 10)
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Propriedades
Sera que (2,3) - (5,10) = (5,10) - (2,3) “vale sempre”? Isto é,
serd que (a,b) - (¢,d) = (c,d) - (a,b) vale Va, b, ¢,d € R?

Que propriedades as operacgoes sobre pontos e vetores obedecem?

Podemos comegar pelas propriedades com nomes famosos...
Comutatividade: A-B=B-A

A+B=B+ A

A-B=B-A

(A-B)-C=A-(B-C)

(A+B)+C=A+(B+C)

(A—-B)—-C=A—-(B-0C)

Associatividade:

Distributividade: A-(B+C)=A-B+A-C
A (B-C)=A-B-A-C
(A+B)-C=A-C+B-C
(A-B) C=A-C-B-C

Exercicios
7) V/F/Justifique

C1) () (a,b) + (~‘d3:(c,d +(a,b)

C2) () (a,b) + (¢,d) = (¢,d) + (a,b)

C3) () (a,b)—@%z(e,d — (a,b)

C4) () (a,b) = (¢,d) = (¢,d) — (a,b)

05) ( ) (a’bj - (C’ dj = (C’ d§ - (a’bj

C6) () k- (a,b)=(a,b) k

C7) () (a,b) - (c,d) = (¢, d) - (a,b)

A1) () ((a,0) + (e d)) + (d,e) = (a,b) + (e, d) + (d,e
A12) () ((a,b) + (c,d)) + (d,€) = (a,b) + ((c,d) + (d, €
D6) () (a+b): (u,up) =a- (ug,uz) +b- (ur, up)
D62) () k- ((u1,u2) + (v1,v2)) =k - (ur, uz) + k- (v1, )
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Retas

Exercicios

8) Represente graficamente as retas abaixo.

Dica: encontre dois pontos de cada reta e marque-os no grafico.

Nas parametrizadas indique no grafico os pontos associados at =0e t = 1.
re ={(x,y) ER? |z +2y=0}

ro={(z,y) ER?* |z +2y =4}
re={(z,y) eR? |z +2y =2}
rg={(z,y) €ER? |22+ 3y =0}
re ={(2,y) ER? |22+ 3y =6}

{

{

{

={

={

={

={(0

={(2

={

={

={

{(z,y)

{(z,y) € R? (2,3)=6}
sp={(w,9) €R” | (2,) - (2,3) = 3}
r={(z,y) ER? |0z + 1y =4}

r:n={{(< ,y>>eR2||< 1)a +1y}—4}
r! z,y) ER? |22+ 1y =4

st ={(2,9) €R? | (,3) - (0,1) =4}
sm={(2,y) €R? | (m,y) - (—1,1) =4}
sm={(2,9) €R? | (w9} - (2,1) = 4}
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10

Um bom modo de comecar a entender visualmente o comportamento de uma
fungao F(x,y) : R? — R é fazendo diagramas como os abaixo, em que a gente

escreve sobre

cada ponto (z,y) o valor de F(x,y) naquele ponto... por exemplo,

se F(x,y) = 22 + y? entdao F(3,4) = 9 + 16 = 25, e a gente escreve “25” no
ponto (3,4). Exemplos:
1012345 222 1234567
1012345 111 0123456
Fley) = 1012345 F@Y = 090 i(ff;:>4012345
1012345 A-1-1-1-1-1- 2101234
1012345 2- 3-2-101 23

Repare que dé pra usar o diagrama de F(z,y) = z+y pra ver onde z+y = 0,

onde z 4+ y = 3, etc.

Exercicios

9) Faga diagramas como os acima para as fungoes:

a) F(l‘,y) = (x7y (273

b) F(may) = (x,y '(3’1

C) F(l‘,y) = (m,y (27_1

d) F(z,y) =22 +y (v,y € {-5,—
e) F(z,y) =2~y

f) F(z,y) =y* —x

g) F(z,y) =2y

10) Use os diagramas do exercicio anterior para esbogar os conjuntos abaixo

(que vao ser retas ou curvas):

a0) {(z,y) €R? | (2,y)(2,3) =0}
a2) {(z,y) €R?| (z,9) - (2,3) =2}

bO){(.’E,y)ER2|({E,y (371 :0}
b3){($,y)€R2|($,y '(3’1 :3}
b6) { (z,y) eR? | (z,y)-(3,1) =6}
CO){(l‘,y)ERQ‘(l‘,y '(27_1 :0}
CZ){(x,y)ERQ\(x,y '(25_1 :2}
cd) {(z,y) eR? | (z,y) - (2,-1) =4}
d25) {(z,y) € R? |22 + 4> =25}
d4) {(z,y) €eR* | 2° +y*> =4}

dl) {(z,y) €R* |2* +y°> =1}

d0) {(z,y) eR? |2 +y* =0}

e0) {(z,y) eR* | 2> —y =0}

el) {(z,y) eR* | 2* —y =1}

f0) { (z,y) €R* | y* —2 =0}

f1) { (z,y) eR® |y* —x =1}

20) {(z,y) eR?* |2y =0}
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Sistemas de coordenadas

Em cada uma das figuras abaixo vamos definir o sistema de coordenadas ¥ por:
5 = (0,1,7),

(a,b)s = O + ati + b¥.

Exercicio

11) Sejam:

B =(1,3)s, C=(3,3)s,

D= (172)27 E= (2?2)25

A=(1,1Ds.

Em cada um dos casos abaixo desenhe a figura formada pelos pontos A, B, C,
D e E e pelos segmentos de reta AB, BC e DE.

(O item (a) ja estd feito.)

S
N
IS
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Sistemas de equacgoes e
sistemas de coordenadas

No item (f) da pagina anterior temos:

(a‘v b)E = (45 4) + a(_27 15 + b(_17 _25
(a,0)s = (4 —2a—b,44+a—2b) (%)
(0,, b)g = (a:,y)
(0,0)2 = (4’4)
(1’0)2 = (275)
(0’ 1)2 = (372)
A=(11)y = %
B = (133)2 = 7
C= (31 3)2 = 7
D=(1,2)y = 74
E= (272)2 = e
7y = (0,6)
?9 = 7174)

?. =

=
Il
AN AN AN N N N Y

E =
Os itens (a) até (h) acima (“?,” a “73”)
sao faceis de resolver “no olhometro” us-
ando o grafico, e é facil conferir os resulta-
dos algebricamente usando a férmula (x).

No item (i) d& pra ver pelo grifico que
os valores de a e b em (a,b)s = (1,2)
vao ser fraciondrios e dificeis de chutar —
mas podemos obté-los algebricamente, re-
solvendo um sistema de equagoes.

Exercicios
12a) Resolva “?;” pelo sistema.
12b) Resolva “?;” pelo sistema.

12

Solugao do “7;”:

(a,b)z = (1a2)
(4—2a—b44+a—-2b) = (1,2)
4—2a—-b = 1
44+a—-2b = 2
—2a—-b = -3
a—2b = =2
—2a+3 = b
a = —2+2b
—2(-24+2b)+3 = b
4—4b+3 = b
7 = 5b
b= 1
a = -—-2+2I
_ =10 s
45 5
47 5
(373)2 = (1,2)
Uma generalizacao:
(a;0)s = (2,y)
(4—2a—-b4+a—-20) = (z,y)
4—2a—-b = =z
44+a—-2b = y
4—2a—x = b
a y+2b—4

y+24—2a—z)—4
y+8—4a—2x—4
y—2x+4—4a

5a = y—2x+4
a = (y—2zx+4)/5
_ %y—Q%x—f—l%
= 55Tty
b = 4-20¢-22+Liy-=
= n_FL 4 2 5,
12 ? 52 5 5
= 5 " 5¥5Y

(-5z+39, % — 52— Y= = (z,¥)
Vamos chamar a férmula acima de ().

12¢) Verifique que as suas solugoes de “?,” até “?;” obedecem (x) e (k).

12d) Resolva “?;” e “?,” por ().
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Sistemas de equacgoes e
sistemas de coordenadas (2)

Um outro modo de organizar os problemas da pagina anterior é o seguinte.
Temos as equagoes [z], [y], [a], [b] abaixo,

[x] © = 4—2a—b
bl v = 4+a-2b
@] a = £ —-:r+zy
Bob o= L%

e queremos preencher a tabela abaixo de tal forma que em cada linha
as equagoes [z], [y], [a], [b] sejam obedecidas:

a b = y
00 4 4
10 2 5
0 1 3 2
11
1 3
3 3
1 2
2 2

N = = Ot = O .
— =0~ Ao

2) quando as lacunas s@o em a e b é mais rdapido usar as equagoes [a] e [b],

3) as equagodes [a] e [b] sdo consequéncias das [z] e [y],

4) [z] e [y] so consequéncias de (a,b)s = (4 —2a — b,4 4+ a — 2b) = (x,y),

5) (3) = (4:2%0) = (D) + (%) = (D) + (7 =2) (8)

6) (i) = (Gitemti) = (81) + () (8)

Exercicios

13a) No item (g) duas péginas atras temos O = (—3,1), ¥ = (1,0), ¥ = (1,1),

(a,b)s = (—3+a+b,1+0b). Obtenha as equagdes [x], [y], [a], [b] para este caso.
v
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Intersecoes de retas parametrizadas

Ser = {(3,3)—1—15(2,—1; |teR}
es={(41)+u(-1,1)|ueR}

entdo r e s se intersectam no ponto P = (1,4),

que estd associado a t = —1 (em r) e a u = 3 (em s).
Graficamente,

Algebricamente, podemos convencer alguém do nosso resultado assim:

(1,4) = (3,3) + (—1)(2, —1; er,

(1,4) = (4,1) +3(=1,1) € s,

(1,4) erns.

Repare que poderfamos ter encontrado (x,y) = P € r N s usando um sistema:
(z,y) = (3+2t,3—1)

(z,y) = (4 —u,1+u)

Primeiro encontramos ¢ e u tais que (3 +2¢,3 —¢t) = (4 — u, 1 + u),

depois encontramos (z,y) = (3 +2t,3—t) = (4 —u, 1 4+ u).

Exercicio

14) Em cada um dos casos abaixo represente graficamente r e s,
encontre P € r N s, e verifique algebricamente que o seu P esta certo.

a)r=1{(1,0)+¢0,3) |t eR}, s={(0,4) +u(2,0) |JueR}

b) r={(1,0)+t(3,1) |t eR}, s={(0,2) +u(2,3) |[ueR}

c)r={(1+3t)|teR}, s={(2u,2+3u) |ueR

d)r={(0,3)+t2,-1) | teR}, s={(1,0) +u(l,3) |[u e R}
(

Obs: no (d) o olhémetro nao basta, vocé vai precisar resolver um sistema.
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Sistemas de corrdenadas (3)

H4a muitas notagoes possiveis para lidar com situagoes em que temos varios
sistemas de coordenadas ao mesmo tempo — vamos ver uma delas.

Vamos ter:

e as coordenadas x,y e 0s eixos x e v,

e as coordenadas a, b e os eixos a e b,

e as coordenadas ¢, d e os eixos d e d,

e as coordenadas e, f e os eixos e e f,
e além disso vamos ter as origens Omy7 Oab, Ocd7 Oy de cada um dos sistemas

de coordenadas e os vetores ¥, ¥, @, b c, d €, f

Um exemplo concreto:

Ozy = (0,0)  7=(1,0 y=(0,1
Oay = (2,-1) @@= (1,0 b= (0,1

O = (5,5) ¢= (72,03 d=(0,-2

Oef = (175) c= (_1?_1; J: (L_l
(a,0)ap = Ogptad+bb = (a+2,b—1)
(c,d)eq = Oeq+cC+dd

(e,f)ef = Ocp+ec+ff

Um ponto P do plano tem coordenadas P, e P, no sistema z,y, coordenadas
P, e P, no sistema a,b, e assim por diante, e em situagoes em que estamos
falando das coordenadas de um ponto s6 — como nos problemas das paginas 13
e 14 — ndés vamos nos referir as coordenadas deste ponto como z, vy, ..., e, f.

Usando as definigbes de (-, -)zy, (o —)abs (o -)eds (o -)es acima temos:

(Pampy)my = (Pavpb)ab = (P(:7Pd)cd = (Pean)ef
(xvy)xy = (avb)ab = (C, d)cd = (6, f)ef

Exercicios
15a) Complete, usando o diagrama acima e olhémetro:
ponto (*? f)xy (77 —)ab (7; 7)Cd (77 —)ef

P (L,Dey (-1,2)ap (2,2)ea

Q <3a1)my (172)1117 (172)cd (173)ef
R (5,1)gy

S (1,3)qy

T (3,3)ay

15b) Calcule as seguintes distancias em cada sistema de coordenadas: d(P,Q),
d(P,R),d(P,S),d(S,T),d(P,T). Dica: dey(Q,R) = \/(Re — Qc)® + (Ry — Qy).

15¢) Calcule os seguintes vetores em cada sistema de coordenadas: PP, P

P‘F)E ﬁ PT. Dica: @ef— (Qe — Pe,Qf — Pfﬁef

=
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(Exercicios, cont.)

15d) Calcule os seguintes produtos escalares em cada sistema de coorde-

nadas: }@ ﬁe@ ﬁ Dica: ;ef “of (7,6ef:a’y+55.

15e) Verifique em cada um dos 51stemas de coordenadas se estas afirmacoes
sao verdadeiras: ]@Lﬁ, ]@Lﬁ Dica: UefLlefUey se €56 s€ Uef - Ve = 0.
15f) Leia as pdginas 9-14 e 16-19 do livro do CEDERJ. Note que ele nao
comeca usando coordenadas desde o inicio como a gente fez... ele comega
supondo que os pontos ja estao desenhados num papel, e sé6 quando se esta-

belece um sistema de coordenadas esses pontos passam a ter coordenadas.
15g) Leia as pdginas 16-17 do Reis/Silva.

Coordenadas “tortas”

Em todos os sistemas de coordenadas da pégina anterior os dois vetores
da “base” tém o mesmo comprimento e sdo (geometricamente) ortogonais um
ao outro... mas quando definimos precisamente “ortogonalidade” no curso noés
usamos uma definicao algébrica, isto é, uma conta: @ 1v é verdade se e s6 se
-7 = 0 — e nds vimos no exercicio 15d que o resultado de - v = 0 depende do
sistema de coordenadas...

Quando usamos coordenadas “tortas”, como no sistema Ogyp, G, h abaixo, a
nocao de ortogonalidade pode mudar.

o
T Ozy:(ovo) = (1,0 §=1(0,1
T Ogn = (1,5) §=(0,~1) h=(1,-1)
i . . (T,Y)ay = Omy+xf+y?z = (z,y)
I (9:h)gh = Ogn +gg+ hh
O, T
Exercicios

16a) Encontre as coordenadas (-, )4, dos pontos P, @, R, S, T.
16b) Calcule dyy (S, P), gh(s Q), gh(s T)
16¢) Calcule dgp, (S, P gh (S,Q),

16d) Calcule S? “gh S gh S?Z

16e) Calcule @Lgh@ e S?J_ghﬁ

Aviso importante: nés vamos usar “coordenadas tortas” pouquissimo em
GAlll
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Projecgoes

Até agora nds s6 vimos “decomposi¢oes” da seguinte forma: tinhamos O, ,
U, P, e querfamos a e b tais que O + ai + bty = P — note que isto é equivalente
a encontrar a e b tais que au + b = OP, ou seja vimos como decompor o vetor
OP em um multiplo do vetor % e um do vetor 7...

Agora vamos partir de vetores @ e W e ver como decompor o vetor W em
AU + U = W tais que isto forme um tridngulo retangulo. Mais precisamente: se
M+ U = W entdo U = — A\ + W, e queremos que estes \il e U sejam ortogonaisa,
alids, que @ e ¥ sejam ortogonais: U1, ou seja, UL (—\d + W).

Definigao: a projecao sobre i de W, Przw, é o vetor A tal que 4L (—Ad+ ).

Exercicios

17a) Sejam W = (3,45, U= (0,15, A = (2,0), B = A+ @. Represente
graficamente A, B, @, W, e para cada A € {0,1,2,3,4,5} desenhe no seu grafico
o triangulo W = A& + ¥ correspondente e calcule ¥ e @ - ¥. Qual o A que faz com
que U7

17b) Faca a mesma coisa que no 17a, mas mudando o @ para @ = (1,1 )

17¢) Digamos que Przw; = A1y, Prgws = Ails, etc. Determine A1, Ao, etc
na figura abaixo a esquerda.

17d) Digamos que Przw; = \jwy, Prgws = A1, etc. Determine Ay, Ao, etc
na figura abaixo a direita.

Wis Wie Wit [Whg

17e) Leia a p.55 do livro do CEDERJ.
17f) Leia as pags 35 a 38 do Reis/Silva.
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Notagao com ¢’

Em varios lugares — por exemplo, nas paginas 35-41 do livro do CEDERJ,
e na lista 3 da Ana Isabel — a notacao preferida para retas e outros conjuntos
usa ‘7
re  2x+4+3y=4
{ r=2+3t

{(z,y) €R? |22+ 3y =14}
y=4+05¢ = }E
{(

2+&4+mﬂteR}
243t,445t) [t e R}

2,4) +u(3,5) | u € R}

Tb

303
(e} o
(1l

re : (24 3t,4+51%)
rq (, )+u(3,5

)

Essas notagoes com ‘:” sao bem compactas mas elas deixam implicito quais

sao os geradores.

Exercicios

Em cada um dos casos abaixo represente graficamente r e s e os pontos de
r e s que correspondem at=0,t=1,u=0,u=1.

18a) r: (2,4) +¢(1,0), s: (2,4) + u(2-(1,0))

18b) r: (2,2) +t(2,1), s: (2,4) +u(2-(2,1))

)
18¢c) r: (2,4) +t(1,0), s : ((2,4) +2- (1,0;) +u(1,0;
18d) r: (2,2) +¢(2,1), s: ((2,2) +2-(2,1)) +u(2,1
Importante: muitas pessoas da sala ja sabem desenhar cada uma das retas
acima em segundos e quase sem fazer contas. Se vocé ainda nao sabe como fazer
isso descubra quem sao essas pessoas e aprenda com elas!

18e) Traduza cada uma das retas rq, ..., 7 da p.9 para a notagao com *:’.

As vezes o nome das retas é suprimido e dizemos s6 “a reta com equagao
2z + 3y = 4”7 ou “a reta 2z + 3y = 4”7, e quando precisamos escrever o nome
dessa reta no grafico nds escrevemos “2z + 3y = 4” do lado da reta ao invés de
escrevermos ‘r’ ou ‘s’.

Na p.14 nds encontramos a intersecdo de duas retas r : (3 +2t,3 —t) e
s: (4—wu,14u) da seguinte forma: primeiro encontramos os valores de t e u que
resolviam (3 + 2¢,3 —t) = (4 — u, 1 + u), depois fizemos (x,y) = (3 + 2t,3 — ¢).

18f) Se s’ : (4 —t,1 +¢) entdo s = ¢, e este método deveria funcionar para
encontrarmos rNs’: primeiro encontramos o valor de t que resolve (3+2t,3—t) =
(4 —t,1+1), depois fazemos (z,y) = (3 + 2t,3 —t). O que d4 errado?

18g) Se r: (2t,t) e s: (2u,u + 3) entdo r e s sdo paralelas. O que d4 errado
se tentamos resolver o sistema (2¢,t) = (2u,u + 3)?

18h) Se r: (2t,t) e s: (2u+2,u+ 1) entdo r e s sdo coincidentes. O que dé
errado se tentamos resolver o sistema (2t,t) = (2u +2,u+ 1)7

18i) Represente graficamente as retas r : y =4 — 2z, . =0,z =1, y =0,
y = 1, y = 2 e encontre a intersecao de r como cada uma das outras retas
algebricamente e no gréafico.

18j) Sejam r : y = 4 — 2z, A a intersecao de r com x = 0, B a intersegao de
rcomzxz=1,8: A+ tﬁ. Expresse r na forma r : (_+ _t,_+ _t) e compare o
resultado com s : (x,4 — 2x).
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Construgoes

Vocé deve se lembrar que na Geometria do ensino médio tudo era feito com
“construgoes” com régua, compasso, esquadro, etc, e nessas construgoes cada
objeto novo era feito apoiado nos mais antigos... agora vamos fazer algo pare-
cido, mas “construindo” (definindo) novos pontos, vetores, conjuntos, nimeros,
etc, a partir dos anteriores.

Exemplos:

a) Sejam r uma reta e A um ponto de R?.
Sejam B e C' dois pontos diferentes de r.
Seja D =B + PrB?B—le.

Entao D é o ponto de r mais préximo de A.

b) Sejam r uma reta e A um ponto de R2.
Sejam B e C dois pontos diferentes de r.
5 —_—
Sejamﬁ:B?eﬁ:BA.
Sejam D = Przv, w':D—Zl, s:D+tw, r : D+ td.
Entao rls, r=1', ¢
o ponto de r’ mais préximo de A é o que tem t = 0.
c) Sejam r: B + tii uma reta e A um ponto de R2.
Seja W um vetor nao-nulo ortogonal a u.
Seja s : A + tid.
Seja D € 7N s.
Entao r1s e D é o ponto de r mais préximo de A.

Vocé vai precisar se familiarizar com a linguagem dessas construgoes.
A coisa mais bésica é aprender a aplicd-las em casos particulares.

Exercicios

19a) Sejam A = (2,0), r : y =2+ x, B = (-2,0), C = (0,2) na construgio
(a). Represente todos os objetos graficamente.

19b) Faca o mesmo na (b), mas agora r : y = 2+ 3, A = (3,1), e vocé
escolhe B e C. Verifique se as afirmagoes do “Entéo rLs, r = r’...” sdo verdade
neste caso. Repare que ainda n@o sabemos ver se elas serdao verdadeiras sempre!

A construcdo (¢) tem um passo, o “seja D € r Ns”, que é bem curto em
portugués e bem simples graficamente, mas que é trabalhoso matematicamente.
Faga o mesmo que no item anterior, mas em trés casos:

19¢) @ = (2,0;7 e escolha A, B, w0, etc.

19¢’) idem, mas com @ = (1, 3).

19¢”) idem, ainda com @ = (1, 3;, mas agora escolha A, B, w0, etc para que
as contas sejam simples e todos os niimeros sejam inteiros.

2016-2-GA-algebra January 11, 2017 04:49



Angulos

20

Angulos aparecem em varias situagoes em GA — as principais por enquanto
vao ser a férmula que relaciona produto escalar e cossenos (livro do CEDERJ,
p.b5) e parametrizagao de circulos.

Lembre que se fizermos o conjunto

C ={(cosb,senf) |0 e R}

isto d4 o “circulo unitario”, um circulo de raio 1 centrado na origem:

Compare com as retas parametrizadas da p.14 — 14 na reta r tinhamos = =
3+2t,y=3—t,y=45— 75, eem C temos v = cosf, y = send, 22 +y? =1.
O angulo 0 pode ser dado tanto em graus quanto em radianos, e temos
180° = =, 1°
(cos 0°,sen 0°)

circulo.

185y 234° = 23445, etc... além disso (cos360°,sen360°) =

(1,0), e 6 = 360° e § = 0° correspondem ao mesmo ponto do

Para alguns valores de 6 é facil calcular os valores exatos de x = cosf e
=send...

0=145° = z=y, 22+9y°=1 = x2:% = x:?
0 =60° = x:%,x2+y2:1 = y2:% = y:§

Exercicio
20) Complete a tabela abaixo.

0

x=cosf y=senb

00
30°
45°
60°
90°

120°
135°
150°
180°
210°
225°
240°
270°
300°
315°
330°
360°

ol @

N

21

1 0
V3/2 1/2
V22 V22

1/2
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Arcsen e arccos

Sejam 7(z) = \/z e q(x) = 2. Entdo r(¢(z)) = = para alguns valores de ,
mas nao para todos: 7(¢q(3)) = 3, mas r(¢(—5)) = 5... mais precisamente,

r(q(x)) = z para z € [0, +0) e

q(r(z)) = x para x € [0, +00).

As funcoes arcsen e arccos sdo “inversas parciais” do sen e do cos, como r e
q sao “inversas parciais” uma da outra.

Exercicios

Sejam A= {717 7\/§/2a 7\/5/27 71/27 Oa 1/27 \/§/2a \/3/25 1}5
B ={-90°,-60°,—45°,—-30°,0°,30°, 45°,60°,90°},

C = {0°,30°,45°,60°,90°,120°,135°,150°, 180°}.

21a) Complete as tabelas abaixo:

x 0 = arccos x Y 0 = arcseny
-1 180° == -1 —90° = —7/2
—V/3/2 —V/3/2
V32 V32
-1/2 -1/2
0 0 0°=0
1/2 1/2
V22 V32
V3/2 V3/2
1 1 90° = 7/2

21b) Calcule sen(arccos(x)) para cada x em A.
21c) Calcule cos(arcsen(y)) para cada y em A.

x y = sen(arccos x) Yy x = cos(arcsen y)
-1 -1
—V3/2 —V3/2
VT BV
~1/2 ~1/2
0 0
1/2 1/2
V32 V32
V3/2 V3/2
1 1
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Circulos

Um conjunto como

22

C={(,y) eR?| (x = 3)* + (y — 4)* =57}

¢ um circulo com centro Cy = (3,4) e raio R = 5. O modo mais legal da gente
entender isso é aprendendo a encontrar os quatro pontos “mais 6bvios” de C,
e af desenhando-os a gente consegue descobrir o centro (“Cy”) de C e o raio

(“R) de C.

Truque: dos quatro pontos mais 6bvios de C' dois tém (x—3)? = 0 e portanto
(y —4)? =52, e os outros dois tém (y — 4)? = 0 e portanto (z — 3)% = 52

Temos:
(x—3)2=0 = z=3

e (y—4)%=52
(y—4P2=0 = y=4

e (v—3)2=52

ou, mais visualmente:

z —3)%+ —4)? =57
(&_—3)"+(y —4)
3 4+5
N——
. 0 +5
0 P

O caso geral é:

RN

RN

y—4 =25

y=4+5

y=9 e (z,9)=(3,9)
y=-—1 (.’L‘,y) (3’_1)
r—3 =45

r=3%5

T = e (z,y)=(8,4)
r=—2 (z,y) = (—2,4)

~~ ~—~
3+5 4
~— ~——
+5 0
52 0

C={(r.y) €R*| (x —x0)* + (v ~ )" = B’}

((z_—w0)*+( y —yo)? =R
~~

~—~
o y()iR
—— —_———
0 +R
N\ —_———
0 R2

r —x0)l+ —10)? = R?
(, , 0) (Z/ yo)

woiR Yo
N——— ———
+R 0
R? 0

{(z0,y0 + R), (x0,y0 — R), (x0o + R,%0), (x0,50 + R)} C C
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Exercicios

23a) Seja C = { (z,y) € R? | (z—3)?+ (y—4)? =52 }. Temos (3+5,4),(3—
5,4),(3,445),(3,4—5) € C. Destes pontos um esté acima, outro abaixo, outro
a esquerda, outro a direita do centro Cy = (3,4) de C. Qual é qual?

23b) Seja C = {(z,y) € R? | (z — 20)? + (y — v0)? = R?}. Temos (zg +
R, y0), (vo— R,y0), (zo,y0 + R), (x0,yo — R) € C. Destes pontos um estd acima,
outro abaixo, outro & esquerda, outro a direita do centro Cy = (zg,yo) de C.
Qual é qual?

23c) Encontre quatro pontos diferentes, Py, Py, Ps, Py, tais que d(P, (4,3)) =
2, ..., d(Py, (4,3)) = 2.

23d) Decifre =) e entenda:

{(PER|d(P,(4,3) =2}

)
) €R? | [|(z,y) — 73%I =2}
JER? [ |I(z — 4,y —3)[[ =2}
JER? | /(z—4)2+ (y—3)2 =2}
= {(zy eR? | (-4 +(y—3)? =22}
23e) Discuta com seus colegas como “pronunciar em portugués” cada um
dos conjuntos do item anterior. Dicas: “o conjunto dos pontos a distancia ___

de -7, “o conjunto dos pontos P tais que ___”, “o conjunto dos pontos (z,y)

que obedecem ___",
23f) Use um método parecido com os da pagina anterior para encontrar as
quatro solugoes mais Gbvias de ((x + 6)/3)? + (2z + 5)% = 1.
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Intersecao de circulo e reta

Sejam

C={(x,y) ER?|(z—6)*+(y—5)?*=5"}e
r={(z,y) ER*|y=2—-2/3},

s={(v.y) €R?|y=1—2/6}.

24a) Represente graficamente C' e r.

24b) O circulo C tem 12 pontos com coordenadas inteiras — os 4 pontos
6bvios e mais oito. Dé as coordenadas destes 8 “pontos menos 6bvios” de C.

24c) Sejam I e I’ os dois pontos da intersecao entre C' e r; mais formalmente,
CNnr={I,I'}. Encontre no olhémetro as coordenadas de I e I'.

24d) Teste as suas respostas do item anterior verificando que I e I’ obedecem
tanto a equagao de r quanto a de C.

24e) Sejam M = H'TI/ e 1’ a reta que passa por Cy e M. Verifique que r_L7’.

24f) Represente graficamente C' e s e tente obter no olhémetro as coorde-
nadas de {J,J'} = C Ns. Verifique que um destes pontos (J, digamos) tem
coordenadas inteiras e J’ nio — é praticamente impossivel encontrar as coorde-
nadas exatas de J’ no olhdémetro, vamos precisar de um método algébrico.

24g) Se (z,y) € CNsentdo (z—6)2+ (y—5)2?=5%,y=1—-z/6e

(x —6)* 4+ ((1 —x/6) —5)2 =52 ().
——
Yy

Expanda (*) para obter uma equagdo de segundo grau em z e resolva-a. Chame
as duas solugoes de x1 e xo; mais formalmente,

{1,205} ={z R | (x—6)?+ ((1 —x/6) —5)* =5%}.

24h) Sejam:
y1 = 1—21/6
Y2 = 1-— .’[72/6
J = (z1,y1)
J' = (22,92)

Verifique que J e J' obedecem as equagoes de C e de s.
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Vetores unitarios

Um vetor ¥ é unitdrio se ||v]| = 1.

Para cada vetor «w nao-nulo podemos obter um vetor # com a mesma dire¢ao
e sentido que W, mas tal que @ seja unitdrio — por exemplo, se @ = (4,0) entdo
U= m O truque é este: 4 = ﬁu‘i

Vamos usar (temporariamente!) a seguinte notagdo para a “unitarizagao”
de um vetor:

—_

'l_)i,::T'l_}’
||

Exercicios
1 l l l / / / ——
25a) caleule (3,00, (2,0), (0,2), (0,1), (0,-2), (3,4), (L,1), (15.0),
—_ ’
(145,0) , (0703 .
25b) Se ||U]] = 234 entao ||50]] = 5 - 234, e, como regra geral, esperarfamos
que ||kv]| = k||U]| fosse verdade para todo k € R e todo vetor ¥... mas isso nao

é verdade! Verifique que [|(—2)(3,0)|| # (72)H(3,O;||.
25¢) A “demonstragao” abaixo estd errada — se ela estiver certa entéo, por

exemplo, |[(=2)-(3,0)|| = (—2)-||(3, 0)|| Descubra qual é o passo dela que estd
errado. Dica: faga k = —2, a = 3, b = 0 e calcule cada uma das expressoes

entre ‘='s.
k- @b)l| = |(ka, kB
= \/(ka,kbi.(ka,kbﬁ

= (ka)? + (kb)?

N
k?(a? + b?)

= kVa®+1?

= ky/(a,b)-(a,b

= k- [l(a.b)]

25d) Demonstre que ||k - (@, 8] = k| - [|(@ B)|| (Vk,a.b € R).

25e) Demonstre que ¢ = ||¢]|0" (para ¥ nao-nulo).

25f) Demonstre que @ - ¥ = ||d|| - ||9]| - (¢’ - ¥") (para @ e ¥ ndo-nulos).

25g) Sejam 4 e ¥ dois vetores unitdrios ortogonais entre si, e W = a + bv.
Demonstre que Przw = Prz(ad 4 b0) = Prz(aw) = at e que ||Przd|| = a.

25h) (Re)leia a paginas 54 e 55 do livro do CEDERJ, e dé uma olhada nas
péaginas seguintes até a 58. Agora vocé ja deve ser capaz de entender tudo ou
quase tudo da “regra do cosseno”,

—

- = |[dl] - [|t]] - cos(ang(d, 7))

que pra gente é um teorema e pra ele é uma defini¢do. Vamos ver a demonstracao
completa em sala em breve, mas ela é complicada e quem estiver mais preparado
vai entendé-la melhor.
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Elipses

Elipses sao “circulos amassados”.

Circulos “amassados na horizontal” e “amassados na vertical” sdo bem mais
simples matematicamente que os “amassados na diagonal”, e sé vamos estudar
a sério os “amassados na diagonal” depois da P1, exceto pelo exercicio abaixo...

SR a

Horizontal: Vertical: Diagonal:
facil facil dificil
Os “pontos mais 6bvios” de uma elipse parametrizada sao os que tém 6 = 0°,
0 =90°, § = 180°, 8 = 270°.
Os “pontos mais 6bvios” de uma elipse com equacdo u? +v? = 1 sdo os que

tém (u,v) = (0,1), (u,v) = (—1,0), (u,v) = (1,0), (u,v) = (0, —1).
Por exemplo:

E={ (0,0) +cosf(3,0 +sen0(0,2; |0 eR}
~—— —— ~——
Eo=0uv

L

E' ={(z,y) R (g//?;)2+(3/3)2=1}

As elipses E e E’ acima tém os mesmos pontos mais ébvios:
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Elipses e sistemas de coordenadas

A “caixa” de uma elipse com equacao u? +v2 = 1 é a figura — um paralelo-
gramo — delimitada pelas retasu = -1, u=1,v=1,v = —1.

Os “nove pontos 6bvios” da caixa de uma elipse sido os que tém u € {—1,0,1}
ev € {-=1,0,1}, ouseja, (—1, 1)y, (0, 1)uus (1, Duws (=1,0)0p, .. (1,—1)yp. Um
deles é o “centro”, quatro sao “vértices” e quatro sao “pontos médios dos lados”.

Um bom truque para desenhar uma elipse é comecar desenhando sua caixa.
A elipse esta toda dentro da caixa, e tangencia a caixa exatamente nos pontos
médios dos lados.

Repare que a elipse que acabamos de desenhar “vem” de um sistema de
coordenadas (ou, em terminologia mais formal, a elipse “é induzida” pelo sistema

de coordenadas):
Ouy = (0,0) @ = (3, 0; U= )

(u v) = Ouv +uu+vu
(0,0) +u(3,0) +v(0,2
= (3u,2v)
z,y) = (3u,2v)
u,v) = (x/3,y/2)
{Oyp +cosOii+senfv | eR}
={(2,y) eR? |u? +v2 =1}

H =%

u=—1 u=x0 u=1
v=1
L v=0
T i
v=—1
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Exercicios

Sejam X, ..., Y os seguintes sistemas de coordenadas (obs: (u,v)y, =
Oy + ull + v?):

Y1) ——+— "
2 Ol " %) Ouw = (0,2) 7= (0,2
¥3) Oy =(0,2) v =(-3,0
Y1) Ouw =(1,2) 7= (0,2
5 ¥5) Ouw = (0,0) v=(-2,2
Y6) 4;
26a) Em cada um dos casos Y1, ..., Yg acima represente graficamente:
® Oyy, U, U
esasretasu=0,v=0,u=1,v=1Lu=—-1,v=-1

e 0s pontos (0,0)yy, (0,1)ye, (—1,0)uw, (1,0)uy, (0, —1)4ys

e a caixa da elipse

e a elipse induzida pelo sistema de coordenadas

e os pontos § = 0°, § = 90°, § = 180°, § = 270° da elipse E' = { Oy, +
cosfi+senfv |0 R}

26b) Em cada um dos casos ¥p, ..., Yg acima encontre as coordenadas
T, Y,u,v dos pOIltOS (an)uv7 (Oal)u'm (_170)11,1)7 (1,0)uv, (Oy_l)uv (faQa' uma
tabela como a da p.13).

26c) Em cada um dos casos 31, ..., ¥g acima encontre as equagoes
r = _u+_-v+__
Yy = _u+_v+__
u = _xr+_y+__
v o= T+ _y+ __

que relacionam as coordenadas x,y,u,v (dica: veja a p.13).

26d) Para cada um dos casos X1, ..., Xg encontre uma expressao da forma

E={(ry)eR?|(x+ y+ )+ (ot y+ ) =1}

u v

que descreva a elipse induzida pelo sistema de coordenadas. Dicas: em ¥; temos

E' = {(z,y) € R? | (2/2)* + (y/3)* = 1}, e os pontos mais ébvios de cada E’

x/2 y/3
—~ =~

u v
devem ser os mesmos que os do E correspondente.
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Distancia entre ponto e reta em R?
Sejam A e r um ponto e uma reta em R2.
Seja B o ponto de r mais préximo de A. Entao d(A,r) = d(A, B).

No6s sabemos calcular B usando projecao: N
ser={P+td|teR} entdo B:= P+ PrzPA, e

d(A,r) = d(A,B)
d(A, P + PryPA)

mas as contas ficam grandes — vamos ver um método mais rapido.

Sejam A = (A;, Ay) e r : y = mz + b um ponto e uma reta em R2.
Seja B = (B, By) o ponto de r mais préximo de A.

Seja v = {(Az,y) | y € R} uma reta vertical passando por A.

Seja h = { (¢, By) | + € R} uma reta horizontal passando por B.
Seja C = (Cy, Cy) € rNw. Note que Cy, = A,.

Seja D = (D, D) € hnwv. Note que D, = A, =C, e D, = B,.
A figura —nocasoemquer:y=2x+1le A=(2,7) - &

O truque — que vamos demonstrar em breve — é que C = (A;,mA, + b) e:

d(A,r) = d(A B)
d(A,C)/V1+m?

Cy — Ay |VTT 72
mA, +b— A,|/VTFme.

Exercicio

Em cada um dos casos abaixo represente r, A, B, C, D graficamente, des-
cubra as coordenadas de B, C' e D, calcule d(A,C) e d(A, B) e verifique que
d(A,B) =d(A,C)/V1+ m2.
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Retas e planos em R?

Obs: adaptado da aula de 4/jul/2016:
http://angg.twu.net/2016.1-GA/2016.1-GA.pdf

rg ={(1,2,1)+¢(2,0,0) |t eR}

Quais destas retas se interceptam?

Em que pontos? Em que ‘t’s?

Quais destas retas sao paralelas?

Quais destas retas sao coincidentes?

A terminologia para retas que nao se interceptam e nao sao
paralelas é estranha — “retas reversas’.

As retas acima sao parametrizadas.

O que é uma equacao de reta em R3?

{(z,y) € R? | 4z + 5y = 6 } é uma reta em R?;
{(z,y,2) €R®| 4z + 5y + 62 =7} é um plano em R>...

Exercicio: encontre

trés pontos nao colineares de { (z,y,2) €R3 | 2=0},
trés pontos nio colineares de { (z,y,2) € R | 2 =2},
trés pontos nio colineares de { (z,y,2) €ER? |z =1},
trés pontos nio colineares de { (z,y,2) € R3 |y =3},
trés pontos ndo colineares de { (z,y,2) e R* | £ + 442 =1},

e visualize cada um destes planos.

Alguns dos nossos planos preferidos:

Toy ={(2,y,2) ER3 | 2=0} (2 e y variam, z = 0)
e = { (2,y,2) ER3 |y =0} (z e 2 variam, y = 0)
Ty, = {(z,y,2) ER? |2 =0} (y e z variam, z = 0)
Notagao (temporaria):

[equagao] = { (z,y,2) € R? | equagao }

Obs: T4y = [2=0], Ty, = [y =0], 7y, = [z =0].

Exercicio: visualize:

m = [z =1], s = [y = ],
7T2:[y: }7 7T9_[y221.]7
w3 = [z =1], T = [z = 7],
71'4—{2'—4}, m1 =z =x+1],

Quais deles planos sao paralelos?
Quais deles planos se cortam? Onde?
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Retas e planos em R? (2)

D4 pra parametrizar planos em R3...

Sejam

76 = {(2,2,0) +a(1,0,0) + 5(0,1,0) |a,b € R},
(a;b)sg4

7 ={(3,2,1) +a(1,0,0) 4+ b(0,1,0) | a,b € R}.

(a,b)s,
Calcule e visualize:

(07 0)267 (170)267 (07 1)267 (17 1)267
(O’ 0)27’ (170)277 (07 1)277 (17 1)27’
e resolva:

(a,b)x, = (0,3,0),

(a,b)x, = (2,4,1),

(a,b)s, = (2,4,0).

Nossos trés modos preferidos de descrever planos em R? (por equacdes) sao:
[z =ax+by+ ] (“z em fungao de x e y”),
[y =ax + bz + ] (“y em funcdo de = e 27),
[x = ay + bz + ] (“z em funcdo de y e 2”).

Na p.10 nés vimos este tipo de diagrama aqui, que nos ajuda a visualizar
as curvas de nivel de fungoes de z e y:

-5-4-3-2-10
Use diagramas deste tipo para visualizar
[z =z +y],
2=z +y+2],
[z=2—y+4].

Sejam:

T2 = [z =z +yl,

Ty =[z=x—y+4]

Exercicio: encontre pontos de r = w15 N w13 tais que
a) z=0,b) x =1, ¢) z = 3; depois

d) encontre uma parametrizagao para r,

e) encontre uma parametrizacdo para r na qual t = x.

Alguns dos nossos modos preferidos de descrever retas em R3:
[y=ax+b,z=cx+d] (“yezem fungio de x7”),

[x=ay+b,z=cy+d (“cezem funcio de y”),

[x=az+by=cz+d (“z ey em funcao de 27).

Encontre uma descri¢do da forma [y = ax + b, z = cx + d] para a r acima.
(Dica: use o “chutar e testar”!)
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Determinantes em R3

Lembre que o determinante em R? mede dreas (de paralelogramos),
e as vezes ele responde nimeros negativos:

et =ac—bd  |¢¢|=bd—ac=—|2}]

Vamos usar a seguinte notagao (temporéria):

[, ] = [(ur, 1), (vr, 2] = |12 22 (em R?)

u u u
[’LL,U,’U}] = [(Ul,UQ7’LL3j7 (’U17/027/U3ja (wl,/LUQ,ng] = 5;1 ,g)% ;j}% (em R3)
“la, v]” e “[d, U, w]” querem dizer

“empilhe os vetores numa matriz quadrada e tire o determinante dela”.

A definicao de determinante em R? — como conta — é:

U1 V2 (Y =
3 —U3V2W1 — U4V3W2 — U5V4W3

Uy U2 U3
( U1 VW3 + UV3W4 + U3VLWS5 )
w; w2 w3

. UV2W3 + U2V3W1 + UV W2
—U3V2W1 — UIV3W2 — UV1W3

As seguintes defini¢oes sao padrao:

i—(1,00) =010 K=(001

Exercicio: calcule

a) 1,5, k]
b) [i, k. ]l
o) 1,1, k]
4 1j; ke 1)
¢) k.1,
£) 1k, J. 1]
g) [1J.1]
g) [2i, 3j, 4K]
h) [ai, bj, cK]

i) [ai + bj + K, dj + ek, fK|
) [ai, bi + cj, di + ej + fK]
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Determinantes em R? (2)

Lembre que o determinante em R? mede dreas, que sao “base vezes altura’,
e que a gente pode deslizar um lado (¥) do paralelogramo gerado por 4 e ¥
“numa dirego paralela a @, sem alterar nem a “base” nem a “altura”...
Algebricamente: [u,¥] = [@, T + ail].

E deslizando o @, temos [@, U] = [@ + a¥, 7.

Em R3 podemos pensar que o determinante [, ¥/, @] mede

a area da base — a drea do paralelogramo gerado por @ e v —
vezes a altura.

Se 1, ¥ e W sao ortogonais entre si entao

a “drea da base” é ||d]| - ||U]], e a “altura” é ||d||.

(Obs: em R3, abc; ;—ad+be+cf7\|17||—\/

ULy = (a- ’U—O) Przv

17
Tt

Propriedades mais importantes dos determinantes em R3:
[atl, bV, cl] = abc|id, T, W)

i, U, W) = |4, U, W + at + b
W] = [U, U+ atl + b, 0
W] = [U + a¥ + b, U, W]

S
ISTRSTINS]

)

Quase todas as idéias sobre determinantes em R3 que a gente vai ver agora

ficam mais féceis de entender se a gente as entende em trés etapas: 1) com , ¥,
W ortogonais entre si, e todos com comprimento 1; 2) usando vetores @' = ai,

= b0, W = cw construidos a partir dos anteriores; estes @', ¥ e W' sao

ortogonais entre si, mas podem ter qualquer comprimento, 3) usando vetores

=) =

=4,V =V +di el = +ed + f.
Exercicio importantissimo (encontrar coeficientes):
a) Encontre a, b, ¢ tais que ( ,b, c } 20 + 3y + 4z

)
b) Encontre a, b, ¢, d tais que (a b,c; (x, ,Z2)+d=2rx+3y+42+5
c¢) Encontre a, b, ¢ tais que ‘

12
45
Ty
U1
U1

d) Encontre a,b, ¢ tais que

Up Uz U3

e) Encontre a, b, ¢ tais que V1 va vs
1
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O produto cruzado (x) em R?

O “produto cruzado” (ou “produto vetorial”) @ x ¥’ é definido como
se ele fosse “uma parte da conta do determinante”: (i x ¥) - & = [, ¥, ).
Exercicio: verifique que no item (e) acima temos

@ X T = (aTs — s, UsVy — W T3, U1 Ty — Ual).

Idéia importantissima:

1) para quaisquer 4 e ¥, se W é ortogonal a @ e ¥ e ||W]| = 1, entdo o volume
[, ¥, W] é exatamente a drea do paralelogramo gerado por @ e U (exceto talvez
pelo sinal);

2) para quaisquer @ e U, se @ é ortogonal a @ e ¥ e ||W|| = 1, entdo o volume
[@, U, W+ ati+bV] é exatamente a drea do paralelogramo gerado por @ e ¥ (exceto
talvez pelo sinal);

3) para quaisquer @ e ¥, se W é ortogonal a @ e U e ||W|| = 1, entdo o volume
[@, U, ati + bU + cw] é ¢ - rea(d, U) (exceto talvez pelo sinal);

4) para quaisquer @ e ¥, se W é ortogonal a @ e ¥ e ||w|| = 1, entao (4 x ¥) -
(atl + bU 4 cW) é c - drea(t, V) (exceto talvez pelo sinal);

5) para quaisquer 4 e U, se W é ortogonal a @ e ¥ e ||[W]| = 1, entdo @ x ¥ =

area(d, U) - W (exceto talvez pelo sinal).

Exercicio:

Use o (5) acima para tentar descobrir quais sdo as duas respostas possiveis
para 4 X ¥ nos casos a e b abaixo, e depois compare as suas respostas com
resposta “algébrica” dada pela formula 14 no alto da pagina.

b) @ = (0,3,0), T
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Alguns usos do ‘x’
1) ||@ x 0| = drea(u, V)
2) 4 x ¥ sempre dd um vetor ortogonal a @ e ¥/
3) uxv=(0,0, 0) se e 56 se area(, ¥) = 0, ou seja, se U e ¥ sdo colineares
(i.e., paralelos).
4) Digamos que
r={A+td|teR},
r={B+tv|t eR},
B=A+w.
Entao r e v’ sdo reversas se e s6 se [@, U, W] # 0.
(Se [@, U, w] = 0 ent@o r e ' s@o ou paralelas, ou coincidentes, ou se cortam).
5) Pra testar se quatro pontos A, B,C, D € R? sdo coplanares,
encontre i, U, w tais que A+ i =B, A+iv=C, A+ 4 = D;
temos [, U, W] = 0 se e s6 se A, B,C, D forem coplanares.
6) (Dificil!) Sejam
r={A+td|teR},
" ={B+tv|t eR},
B=A+w.
Entao: d(r,r") = [&, ¥, W]/ drea(d, V).
—_——— ——

volume area da base

altura
7) (Dificil!) Sejam
r={A+td|teR},
v ={B+tv|t eR},
B=A+w.
Como a gente encontra uma reta s que corte r e r’ e seja ortogonal a ambas?
Sejam Cy = A+t e Dy = B+ t'70.
Queremos que C; Dy seja ortogonal a 4 e U,
ou seja, que Cy Dy seja paralelo au XU,
ousejaquemx (@ x 7) OOO;
ou seja, que (Dy — Cy) x (4 x ¥) = (0,0,0 }
ou seja, que ((B +t'0) — (A+ tu)) (ﬂ' ¥) = (0, 0,0,
ou seja, que (U —ti+ AB) x (4 x ¥) = (0,0,0),
o que dé um sistema que nos permite encontrar t e t’ com poucas contas...
Sabendo t e t’ sabemos C; e Dy, e a reta s passa por Cy e Dy.

Agora vocé deve ser capaz de resolver os exercicios 1 a 20 da lista 9 da
Ana Isabell Yaaaaay! =) =) =)
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