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1 Funcoes-escada e funcoes definidas por casos

Funcoes usadas na aula de 12/mar/2018:

-— 1 quando x <2
— 2 quando 2 < x <3
xXr) = x) =
f(@) o3 9(x) 4 quando x =3
0 quando 3 <z

2 Areas como somas de retangulos

Exercicios:

=

a) Represente graficamente X2, (b; — a;) - ¢; para esta tabela: 1 01/ ! 4?;
3313
b) Seja P = {0,0.5,1,2,3.5,5}. Isto é uma partigdo de que intervalo? Quem
sao N,a,b,a1,by,az,bs, etc? Monte a tabela (sem a coluna dos ‘c¢;’s).
c) Represente graficamente =, (b;—a;)- f(a;) no caso em que P = {0, 1, 3,4}
e f(x)=4— (x—2)2

oW

d) Represente graficamente X | (b;—a;)- f(a;) no caso em que P = {0,0.5,1,1.5,...

e f(z) =4— (z—2)%

Truque importante: no item (d) acima como a gente s6 quer representar
graficamente Y1V | (b; —a;) - f(a;) a gente ndo precisa calcular f(0), £(0.5), f(1),
..+, f(4) — a gente pode encontrar esses valores pelo grafico.
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3 Os métodos L, R, max, min, etc

Exercicio. Seja f(z) = 4 — (r — 2)2. Represente graficamente %, ¢; (b; — a;)
para cada uma das partigoes acima e para cada um dos modos abaixo de calcular
¢i; o truque é interpretar cada termo ¢; (b; —a;) do somatério como um retangulo
cuja base é o intervalo (a;,b;) e cuja altura é ¢;. Além disso calcule o resultado
de cada somatério para as particdes Py, ..., Py — as contas para a particdo Ps
sa0 mais chatas e ndo valem a pena.

a) ¢ = f(a;) (

b) ¢ = f(bs) (

ci = max(f(a;), f(b:)) (

c¢; = min(f(a;), f(bi)) E“m )
(¢
(

IRCNICH

¢ = f(ugh
— f(az‘);rf(bi)

>0

ci trapemo ")
Ci = SUPg¢[a; by f(l’)
) o= inf,cia, b, f(z) (“inf”)

Obs: cada um dos itens (a)—(h) acima corresponde a um método de inte-
gracao numérica; o nome do método estd entre aspas a direita.

)

4 Sups, infs e imagens de intervalos

5 Particoes de um intervalo

Uma parti¢do do intervalo [a,b] é um conjunto P C [a,b] finito e tal que a,b €
P. Uma partigdo P de [a,b] com N + 1 pontos divide o intervalo [a,b] em N
subintervalos consecutivos — por exemplo, P = {2,2.5,3,5,7} é uma parti¢do
do intervalo [a,b] = [2,7] e P divide o intervalo [2,7] em: I; = [2,2.5], I =
[2.5,3], Is = [3,5], I4 = [5,7]. Nés vamos chamar as extremidades destes
intervalos de a; e b;...

Seja P um subconjunto finito e nao-vazio de R. A gente pode listar os

elementos de P em ordem: P = {aj,aq9,...,a,}, com a1 < az < ... < an.
Esse conjunto P vai ser uma “partigdo” do intervalo [a,b] = [a1,a,] em n — 1
subintervalos, Iy = [a1,as2], Is = [ag,a3], ..., In—1 = [an—_1,a,], em que cada

subintervalo tem exatamente um ponto em comum com o seguinte.
Tudo vai ficar mais facil se a gente usar estas convencoes: P tem N+1 pontos,

P = {al,ag,...,aN+1}, coma; < az < ... < AN+1; b, = Aj41; I, = [ai,bi];
a = a; e b = by; com isto o conjunto P vai ser uma particdo do intervalo
[a,b] = [a1,bn] = [a1,an+1] em N subintervalos, Iy, ..., In.

Dica: faca uma tabela! Por exemplo, se P = {3,4,6,8,9,10} entdo P é uma
particdo do intervalo [a,b] = [3,10] em N = 5 subintervalos:

2017-2-C2-material March 31, 2018 22:14



b; I;
[
[
[
8,
5 9 10 [9,10]

Exercicio: sejam Pi,...,P5 as seguintes partigdes do intervalo [0,4] (nds

vamos usa-las no exercicio seguinte). Faga a tabela correspondente a ela.
Pl = {07 1) 27374}7

S
&
S

)

)

LW N | s,
O W

1 4]
6 [4,6]
8 8]
9 9]

0 O = W

P2 = {0a15374}7
P = {0a4}a
P,y = {03254}3

P; ={0,0.5,1,1.5,2,2.5,3,3.5,4},

6 Particoes cada vez mais finas
7 Fungoes integraveis e nao integraveis
8 TFC1
9 TFC2
(TFC2a) = ( [*F(a)de = F(b)-Fla) )
(rFe2w) = ([P FP@)de = F@)is)

10 Integracao por substituicao

r=b
fo@Zh = [ o)y @

(Sl) - : u=g(b)
Faiz®) = /_() 7'(w) du
T=b
Pzl = [ fo)y/@)ds
(52) = : u=g(b)
Fwiy = [ S

2=b u=g(b)
(53) = ( /: f(o() (@) dx = /_() f(u)du>

2017-2-C2-material March 31, 2018 22:14



11 Apagando os limites de integracao
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Programa do curso

Vamos fazer essencialmente o que esta em

http://angg.twu.net/e/puro.e.html#ementa-e-programa-C2

mas também vamos ver o basico de algumas ferramentas extras que vao
simplificar algumas partes do curso: linearizacao e diferenciais, série de Taylor,
nimeros complexos, e = cos #+isen d, e um pouquinho de notacio \ pra gente
poder resolver algumas ambiguidades de notagao na parte sobre o operador D
(a derivada vista como operador linear).

O operador de substituicao

op-substituicao

Funcgoes definidas por casos e fungoes-escada
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http://angg.twu.net/e/puro.e.html#ementa-e-programa-C2

Particoes

Uma parti¢do do intervalo [a,b] é um conjunto P C [a,b] finito e tal que
a,be P.
Seja P um subconjunto finito e ndo-vazio de R. A gente pode listar os

elementos de P em ordem: P = {aj,aq,...,a,}, com a1 < az < ... < an.
Esse conjunto P vai ser uma “partigdo” do intervalo [a,b] = [a1,a,] em n — 1
subintervalos, I} = [a1,az2], Iz = [az,a3], ..., In-1 = [an—1,a,], em que cada

subintervalo tem exatamente um ponto em comum com o seguinte.
Tudo vai ficar mais facil se a gente usar estas convengoes: P tem N-+1 pontos,

P = {ai,a2,...,an41}, com a1 < ag < ... < any1; by = aip1; L = [a;, bil;
a = a; e b = by; com isto o conjunto P vai ser uma particao do intervalo
[a,b] = [a1,bn] = [a1,an+1] em N subintervalos, Iy, ..., In.

Dica: faga uma tabela! Por exemplo, se P = {3,4,6,8,9,10} entdo P é uma
partigdo do intervalo [a,b] = [3,10] em N = 5 subintervalos:
) a; bz Ii

IOV N
o O = W

5 9 10 [9,10]
Exercicio: sejam P,..., Ps as seguintes particdes do intervalo [0,4] (nds
vamos usd-las no exercicio seguinte). Faga a tabela correspondente a ela.
P = {Oa 15 27374}7

P2 :{031a374}7
PS = {074}7
P4: {07254}a

P; =1{0,0.5,1,1.5,2,2.5,3,3.5,4},

Somatoérios como areas

Exercicio. Seja f(z) = 4— (x —2)2. Represente graficamente X | ¢; (b; —a;)
para cada uma das partigoes acima e para cada um dos modos abaixo de calcular
¢i; 0 truque é interpretar cada termo ¢; (b; —a;) do somatério como um retdngulo
cuja base é o intervalo (a;, b;) e cuja altura é ¢;. Além disso calcule o resultado
de cada somatorio para as particoes Py, ..., P4 — as contas para a particdo Ps
sdo mais chatas e ndo valem a pena.

a) ¢ = f(a;)
b) i = f(bi)

~—~

(
(
¢) ¢ =max(f(a;), f(bi)) (“max )
d) ¢ =min(f(a;), f(b;)) (“min”)
e) ¢=Ff “LT'H’? (“ponto médio”)
f) = w (“trapézio”)
8) € =SUPgcie, b, f(x)  (“sup”)
h) ¢ = inf,cia, b.) f(z) (“inf”)

Obs: cada um dos itens (a)—(h) acima corresponde a um método de inte-
gragdo numérica; o nome do método esta entre aspas a direita.
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Algumas operagoes sobre conjuntos:
Unido: {1,2,3,4} U{3,4,5,6} ={1,2,3,4,5,6}
Intersecao: {1,2,3,4} N{3,4,5,6} = {3,4}
“Exceto”: {1,2,3,4}\{3,4,5,6} = {1,2}

Completando fungées
Digamos que P seja uma parti¢io do intervalo [a,b] e g seja uma fungio
de [a,b]\P em R. Temos quatro jeitos naturais de “completar os buracos” da
fun¢ao g e transformé-la numa fungio de [a,b] em R. O primeiro é:
g(x) se z € [a,b]\P
on(z) = l%mt_m+ g(t) sex=a
lim; ;- g(t) sex=1b
lim; .+ g(t) sex € P\{a,b}
Os outros trés s6 diferem desse no ultimo caso. Quando x € P\{a, b}, temos:
gr(z) = limy_,- g(t)
gup(x) = max(limy_,,— g(t), lim;_ .+ g(t))
gdn(m> = min(limt—m* g(t)v lirnt—mc+ g(t))

Somas superiores e inferiores

Jpf@)de =327 (sup,eia, b, F(2)) (bi — a:)

J o f@)de =3 (infpega, b /(@) (b — ai)

Dé pra interpretar esses somatérios como fungdes-escada com dominio [a, b]\ P:
fP(x) = SUPge[a;,by] f(l‘) ser € (ai7 bi)?

iP(.r) = inf:pe[ai,bi] f(l‘) se r € (ai, bz)

E podemos completa-las:

fP,up = (fP)up7

L pan = (f p)an-

Exercicio. Represente graficamente
fPla ipla fPl,upv ipl,dn’

nga iPz’ ng,up’ iPZ,dn’
etc, para a fungdo f e as parti¢oes Py, Pa, P, P, da pagina 5.

Note que podemos “abrir” as defini¢des de gr., 9r, Gup, gdn---
Por exemplo, se P = {0,1,2,3,4} entdo a =0, b=4, N =4,

g(x) se x € [0,4]\{0, 1,2, 3,4}
li t =0
Gup() = { o g(t) s =
limy;_,4- g(t) ser=4
max(hmt%z* g(t), hnltﬁ:)cJr g(t)) se x € {Oa 17 27 37 4}\{Oa 4}
e:

Gup(1) = max(limy_,1- g(t), lim;_, 1+ g(t))
Gup(2) = max(lim,_,o- g(t), lim,_,0+ g(t))
gup(g) = ma‘X(hthS* g(t), lim,_, 3+ g(t))
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A diferenga entre a soma superior e a inferior

a it :

ipf(m) dr = Zi:l(supme[ai,bi] f(SU) - 1nf$€[ai7bi] f(.’ﬂ)) (bl - ai)

D4 pra interpretar esse somatorio como uma fungao-escada com dominio
[a,b]\ P, que corresponde a pegar todos os retangulos entre f p € [p e deslocd-
los na vertical até eles ficarem apoiados no eixo horizontal:

iP(.’E) = (Supze[ai,bi] f(l')) - (inf.re[ai,bi] f(ér)) sexr € (ai7 bl)a
E podemos completa-la:

ipyup = (ip)ulm

Exercicio. Represente graficamente f p € fo up PATR 2 funcéo f e as par-

P;
ticoes P3, P, e P5 da péagina 5.

Larguras de partigoes

A largura de uma parti¢do P é definida como a largura do seu maior

subintervalo:

||P|| = max(by — a1, ..., by —an)

Vamos usar muito a idéia de uma sequéncia de particdes “cada vez mais
finas” do intervalo [a, b]. Vamos precisar de duas notagdes novas (tempordrias!):

1) Q1 > Q2 (pronincia: “Q; é mais grossa que 2”7, ou “Q2 mais fina que
@1”) indica que Q1 e Q2 sdo parti¢des do mesmo intervalo e além disso Q1 C Qo;
ou seja, ()2 € obtida a partir de @1 subdividindo alguns intervalos de Q1. Note
que Q1 > Qs implica ||Qu]| > [|Qa]l

2) A notagdo Q1 > Q2 > ... — [a,b] vai indicar que Q1, Q2, . .. sdo parti¢des
de [a,b] com Q1 > Q2 > Q3 > ... elim; o ||Q:]] = 0.

3) A notagdo Q1,Qa, ... — [a,b] vai indicar que Q1,Qs, ... sdo parti¢des de

[a,b] que ndo necessariamente obedecem @1 > Q2 > @3 > ..., mas para as
quais vale lim;_, » ||Q;|| = 0.
Um modo de obter uma sequéncia Q1 > Q2 > ... — [a,b] é comegar com

@1 = {a, b}, e ir dividindo sempre cada subintervalo em 2: @5 tem 2 subinter-
valos, Q3 tem 4, Q4 tem &, e assim por diante.

Um modo de obter uma sequéncia Q1,Qs, ... — [a,b] é fazer com que cada
Q; seja a particdo do intervalo [a, b] em ¢ subintervalos iguais.

Funcgées integraveis: introducgao

Seja [a,b] um intervalo e f : [a,b] — R uma fun¢éo continua (qualquer!).
Seja Q1 > Q2 > ... — [a,b] uma sequéncia de partigoes cada vez mais finas.
Entéo, quando i — oo (teoremal):

a) szf(x) dz e fo(x) dx convergem para 0 mesmo ndmero,

b) ?Qi,up e iQ' 4, convergem para f em todo x — [a, b],

c) f

L, up cONVerge para 0 em todo & — [a, b].
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