Matematica Discreta

PURO-UFF - 2018.2

P2 - 17/dez/2018 - Eduardo Ochs

Turma grande (V1, com aulas nas segundas e quartas)

Respostas sem justificativas ndo serdo aceitas em algumas questoes.
Proibido usar quaisquer aparelhos eletrénicos.

1) (Total: 2.0) Sejam (R1), (R2), (R3) as regras abaixo:

FFA-B TH-B ArC AFB
T--A B avpre

a) (1.0 pts) Mostre que a regra (R1) é admissivel.
b) (0.5 pts) Mostre que a regra (R2) é inadmissivel.
¢) (0.5 pts) Mostre que a regra (R3) é inadmissivel.

2) (Total: 4.0) Para cada k € N seja P(k) a seguinte proposi¢ao: 1+3+...4+(2k+1) = (k+1)2.
a) (0.5 pts) Verifique P(0), P(1), P(2), P(3).

b) (0.5 pts) Defina uma funcdo f(k), sem ‘...’s mas usando somatdério, tal que f(k) =1+ 3 +
...+ (2k + 1) para todo k € N.

¢) (0.5 pts) Teste a sua definicdo do f(k) usando k=0, k=1, k=2, k= 3.

d) (0.5 pts) Calcule f(21) — f(20).

e) (1.5 pts) Demonstre k € NF P(k) — P(k +1).

f) (0.5 pts) Demonstre Vn € N.P(n).

3) (Total: 2.0) Seja F': N x N — N uma funcdo que obedece:

(F0) F(0,0) = 0,

(FT) Yn € N.F(0,n) + 1 = F(n +1,0),

(FD)Vz,yeN1<zx— F(z,y)+1=F(z—1,y+1).

a) (1.0 pts) Calcule os valores de F(z,y) em pelo menos 10 pontos de NZ.
b) (1.0 pts) Represente graficamente a fungao F.

4) (Total: 2.0) Seja A =1{1,2,3,4,5,6} e sejam f,g: A — A as seguintes permutagdes:
I= (1 2 3)(4 5) (= {(17 2), (273)v (3,1), (4, 5)= (574)7 (6’ 6)})

g=(34)

a) (0.5 pts) Calcule foge go f e expresse-os na notagao de ciclos.

b) (0.5 pts) Calcule f, f2, f3, 4, f°, f° e expresse-os na notacio de ciclos.

c) (1.0 pts) Calcule f2° e expresse-o na notacio de ciclos.

5) (Total: 1.0) Sejam A = {2,3,4}, B = {3,4,5}.
a) (0.2 pts) Exiba um elemento de B4,
b) (0.2 pts) Exiba um elemento de AZ.

c) (0.3 pts) Exiba um elemento f € B4 que obedeca f: A — A.

d) (0.3 pts) Exiba um elemento g € B que obedeca —(g: A — A).

Dicas:

(Flz € AP(a)) = (Fx € AP(a)) A (Vo' 2" € AP(2')ANP(a") — 2’ =a")
(f:A—=B) = (fCAxB)A(Vaec A3 e B.(a,b) € f)
{a,a+1,...,0} = {ke€eZ|a<k<b}

Se f, g sao fungdes entao (f o g)(z) = f(g(x)), f>=fof fP=fofof
Se A, B sdo conjuntos entdo BA={f|f: A— B}
S 100 = 11100, Y37 ,10° =0

2018-2-MD-P2A December 17, 2018 14:07



Mini-gabarito (ndo revisado)

la) Sejam o= (I' = (A — B)), 8= (I — —-B), vy = (I' = -A). Entéo:

3

r A B I'(A—-B) I'>-B I'>-A aAnf—7y

F F F \% \% \% \%

F F V A% \% \% A%

F V F v A\ A\ A%

F vV V A% v A\ A%

V F F A% A\ v A%

V F V A% F v A%

V V F F \'% F A%

vV V.V A% F F A%

1b) Quando A=F, B=V,C =F temos (A > C) > (AVB—-C)=F
1¢) Quando A=V, B=V,C=F temos (A— B) > (A—BAC)=F
22) PO)=(1=0+1))=V; P)=1+(1-1+1)=(1+1)2) =V;
P2)=1+3+2-1+1)=2+1)2)=V; P3)=(1+3+5+3-1+1)=3+1

I _
2) f(0)=2-0+1, f(1) =143. f(2)=1+3+5, f3) =1+3+5+7.
d) f(21) = f(20) = (222,20 +1) — (22,20 +1) =2-21 + 1 =43

flk+1) = 1434+...+2k+1)+2(k+1)+1)
= f(k)+2k+1)+1)
= f(k)+2k+3
flk+1)—f(k) = k+3
(k+2)?2 = k2+4k+4
(k+1)? = k2+2k+1
(k+2)2—(k+1)? = 2k+3

= flk+1)—=f(k)
1) Suponha k € N
2) Suponha P(k)
3) Entdo 1+ 3 +. (2]<:+1):(k+1)2
4) Entao f(k) = (k 1)2
5) Entao f(k+1) — f( )= (k+2)2—(k+1)2
6) Entao (k) + (f(k+ 1) — F(k)) = (k+ 1% + ((k +2)° — (k +1)?)
7) Entao f(k+1)
8) Entao P(k+ 1)
9) Entdao P(k) — P(k+1) (fecha 2)

= (k+2)?

2f) Sabemos P(0) e Vk € N.P(k) — P(k 4 1). Por indugdo, Vn € N.P(n).
3a) Por (F0), F(0,0) =0
Fazendo n = 0 em (FT), F(0,0)+1=F(1,0) =1
Fazendo z =1,y =0 em (FD), F(1,0)+1=F(0,1)=2
Fazendo n =1 em (FD), FO,1)+1=F(2,00=3
Fazendo x =2,y =0 em (FD), F(2,0)+1=F(1,1)=4
Fazendo z =1,y =1 em (FD), F(1,1)+1=F(0,2)=5
Fazendo n = 2 em (FD), F(0,2)+1=F(3,0)=6
Fazendo x = 3,y =0 em (FD), F(3,0)+1=F(2,1)=7
Fazendo z =2,y =1 em (FD), F(2,1)+1=F(1,2)=38
Fazendo z =1,y =2 em (FD), F(1,2)+1=F(0,3)=9
3b) F(0,3) =9
(0,2)=5 F(1,2)=38
F(0,1) = 2 F(1,1)=4 F(2,1)=7
0,00=0 F(1,0)=1 F(2,0)=3 F(3,0) =
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