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Exercicios sobre “outros cortes”

Versao preliminar — data no rodapé

O mini-teste sobre esta lista de exercicios ia ser na quinta, 15/set/2019,
mas algumas pessoas pediram pra adid-lo...

Sejam:

2 _y2 quando 5% — y? >0,

quando52—:17 -2 <0.

22—y

F({L‘,y) =
e (zo,y0) = (2,4)~

1) O que sdo os conjuntos abaixo? Desenhe-os e/ou descreva-os em Por-
tugués.

€RY|z=F(x,y) }
ER? |z = F(z,y),

o s s
[
|

€ER? |z = F(a,y),
eER? |z = F(z,y),
y ) ER3 |z = F(xg,y)
2,y,2) ER® [ 2= F(z,y), y=yo}
o = r,2) ER® | 2= F(z,y0) }
Dy = {(z,y) €R*| F(z,y) =3}
Dy = {(z,y) €R*|F(z,y) =4}
a) Quais deles sdo fungoes de R em R?

b) Quais deles sdo curvas de nivel?
c¢) Dé dois pontos de cada um destes conjuntos: B, B’, C, C’, D3, Dy.
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2a) Qual é a derivada da funcdo z = F(xo,y) em y = yo?

b) Qual é a derivada da funcio z = F(z,yo) em © = 207

¢) Como as derivadas que vocé obteve nos itens 2a e 2b nos ajudam a encon-
trar um vetor tangente & curva B’ e um a curva C'? Eles sdo tangentes a estas
curvas em que pontos? Dicas: nés fizemos exercicios sobre isso em 16/agosto
(reveja a foto do quadro, e note que no final eu sugeri que usdssemos aproxi-
magdes numéricas pra fazer os desenhos!); leia a se¢do 2.2 do APEX Calculus;
os vetores vao ter a forma (1,

d) Como os vetores tangentes que vocé obteve no item 2¢ podem ser usados
pra obter vetores tangentes as curvas B em C, que sdo em R3? Dica: estes

vetores vao ser da forma (1, 0,75 e (0, 1,75.
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Primeiro mini-teste
Aplicado no final de aula de 19/set/2019

Sejam:

\/ 22— yg2 quando52—x —y2>0

F(x,y) =
(9) quando 52 — 2% — y? < 0,

(w0, 90) = (2 4),
E={(z,y,2) €R® | z=F(z,y), y =190}

Represente graﬁcamente o conjunto E e mostre como
usé-lo para calcular 2 F(z,y) no ponto (g, yo).
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Problemas de revisiao para a P1
(Adaptados do quadro de 20190ct17)

1) Vamos reusar uma fungao 14 do inicio:

\/ 2 — 22 —y2 quando 5% — 22 —y2 >0,
quando 52 — 22 — 32 < 0.

a) Represente graficamente as curvas de nivel abaixo:

F(x,y) =

F(z,y) = F(4,0),
F(.%',y) = F(370)7
F(z,y) = F(2,0),
F(.Z',y) = F(I,O)

b) Descubra o vetor gradiente de F' nos pontos (4,0), (3,0), (2,0), (1,0).
c) Use esses vatores pra desenhar sobre cada uma das suas curvas de nivel
do item (a) oito vetores gradientes sem fazer conta nenhuma.

2) O Bortolossi leva varias paginas pra definir abertos, fechados, interior,
fecho, fronteira, compacto, etc — ele faz isso das paginas 142 até 146.
As nossas defini¢des sao:

Be(P) = {(z,y) eR? | d(P,(z,y)) <e}
B(P) = {(z,y) eR*|d(P,(z,y)) < e}
Int(A) = {Pe€A|3e>0.B(P)C A}
= {PeR?|Ve>0.B(P)NA#D}
(Aé aberto) = (A =Int(4))
(A é fechado) = (A= A)
(A é limitado) = (3R > 0.A C Bg((0,0)))

a) Seja C' = {1, 4 5 %, %,...}.
Mostre que C # C.

3) Sejam

A = {(zy)eR?|0<r<2el<z<3},
B = {(.27,2)|I€[074]},

C = AUB.

Represente graficamente C.

4) Seja A={(z,y) eR? |0 <22 +y> < 1}.
Descreva uma fungao continua F' : A — R que tenha minimo global em A
mas ndo tenha maximo global em A.

5) Seja f(t) = (cost,sent) e seja g(t) uma aproximacdo de segunda ordem
para f(t) em to = 7; ou seja, g(t) é da forma

g(t) = P+ ti + 27 (%)

e obedece g(to) = f(to), ¢'(to) = f'(t0), 9" (to) = f" (o),
a) Relembre o truque do ponto base: se t = tg + At, At =t — to,

gt+A) = + At + (A (%)
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a expressdo (x*) pode ser convertida para (x) e é facil descobrir como preencher
os “__"s pra que as condigdes g(to) = f(to), §'(to) = f'(to), 9" (to) = f"(to)
sejam obedecidas.

b) Encontre uma funcao g(t) que seja uma aproximagio de segunda ordem
para f(t) em to = 7.

¢) Verifique usando uma calculadora que g(m 4 0.1) é muito préximo de
f(m+0.1); idem para g(m — 0.1) é muito préximo de f(m —0.1).

d) Seja h(t) = (cos(nt?),sen(nt?)). Encontre uma aproximacdo de segunda
ordem para h(t) em to = 1.
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Exercicios sobre ponto base
Versao preliminar — data no rodapé
Contas fora do ponto base zeram a questao!

1) Seja:  F(z,y)

= aoo + ajo(r — o) + aso(z — x0)?
+ an(y—y) + an(@—xz0)ly—y) + axnlr—x0)*(y—yo)

+ a2y —y0)? + az(@—x0)(y—w0)* + a2(®—x0)*(y —yo)*.

Calcule: F($07y0)7 Fx(‘r07y0)7 wa(x07y0)7
Fy(anyO)v Fry(anyO)a me(wo,yo)»
Fyy(xmyO)a Fwyy(anyO)7 wayy(ajmyo)a

2) Seja G(z,y) = 4 + 5(z — 2) + 6(z — 2)2

-8+ 8- + -2y

+

10(y—3)2 + 1(z—2)(y—3)% + 12(x—2)*(y —3)°.

Calcule:  G(2,3), G.(2,3), G.2(2,3),
Gy(273)7 ny(za?))a szy(273)>
Gy’y(27 3)7 nyy (27 3)7 meyy(l 3)7

(Dica: qual é o ponto base aqui?)
3) Leia a se¢ao sobre Teorema de Young no Bortolossi. D& pra aplicar o
teorema de Young nas funcgoes F' e G?

4) Calcule todas as derivadas de 2% ordem da funcdo F. (Dica: procure no
Bortolossi a defini¢do de ”derivadas de 2* ordem!)

5) Calcule todas as derivadas de 3% ordem da fungdo H(z,y) = 22ys.

6) Especialize o Teorema 7.7 do Bortolossi para o casol =1, m =2, n= 1.
Obs: o livro tem alguns erros de digitacao nesse teorema, e as vezes ele troca ‘I’s
por ‘k’s e ‘k’s por ‘I’s; considere que todas as funcoes sio de classe C*. Escreva
o seu resultado como um corolario. Dica: leia as paginas 252 a 263 se precisar
tirar duvidas sobre matriz jacobiana.

7) Use o seu coroldrio para calcular 2 F(g(t), h(t)).

8) Use o que vocé obteve no (7) para calcular % F(g(t), h(t)) no caso em que
F(z,y) = 2293, g(t) = sent, h(t) = e*’.

9) Calcule < ((sent)?(e*")®) usando métodos de Calculo 1.
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Célculo 3

PURO-UFF - 2019.2

28/n0ov/2019 - Eduardo Ochs

Mini-teste sobre ponto base (MT2)
Contas fora do ponto base zeram a questao!

Seja G(z,y) = 4 + 5(x —2) + 6(z —2)°
+ Ty-3) + 8l@-2)(y-3) + 9a-27°y-3)
+ 10(y—3)? + 1l(z—2)(y—3)* + 12(x—2)*(y —3)°.
+ 1y-3)° + z-2)(y-3)° + 15(z—2)%(y—3)"

1) Calcule Fgy,.
2) Calcule Fy,.(2,3).

Obs: o ideal é que vocé saiba fazer contas destes tipos de cabeca.
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Célculo 3

PURO-UFF - 2019.2

5/dez/2019 - Eduardo Ochs

Mini-teste sobre curvas de nivel (MT3)
Vale 0.5 pontos a mais na questao 1d da P1.
(Quem acertou a 1d toda ndo precisa fazer)

A minha intencao com a questao 1d da P1 —

“Represente graficamente a curva de nivel da fungdo G = (cos z)(cos y)
para z = % Dica: represente como vocé acha que ela deve ser”

era fazer vocés verem que dé pra gente visualizar fungées complicadas sem fazer
muitas contas e sem precisar usar programas graficos.

O livro do Bortolossi menciona algumas vezes a “funcao de Cobb-Douglas”
F(x,y) = 2"/*y3/*, mas nés ainda ndo vimos como visualiza-la...

Sabendo um pouquinho de C ou de planilhas d4 pra fazer um diagrama de
numerozinhos como o abaixo. Use-o para esbogar as curvas de nivel z = 0,
2=0.5,2z=1e z=1.5, onde z = F(x,y).

2.00 _|_0.00 0.42 0.71 0.96 1.19 1.41 1.61 1.81 2.00
1.75 _|_0.00 0.41 0.68 0.93 1.15 1.36 1.56 1.75 1.93
1.50 _|_ 0.00 0.39 0.66 0.89 1.11 1.31 1.50 1.68 1.86
1.25 _|_0.00 0.37 0.63 0.85 1.06 1.25 1.43 1.61 1.78
1.00 _|_ 0.00 0.35 0.59 0.81 1.00 1.18 1.36 1.52 1.68
0.75 _|I_ 0.00 0.33 0.55 0.75 0.93 1.10 1.26 1.42 1.57
0.50 _|_ 0.00 0.30 0.50 0.68 0.84 0.99 1.14 1.28 1.41
0.25 _|_ 0.00 0.25 0.42 0.57 0.71 0.84 0.96 1.08 1.19
0.00 _|_ 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
y B R mtt B e

x 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
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Célculo 3

PURO-UFF - 2019.2

5/dez/2019 - Eduardo Ochs

Mini-teste sobre polinémios de Taylor (MT4)

1) Calcule Z-4 F(g(t),h(t)).
2) Calcule 4L F(g(tg), h(to)) no caso em que:

7
8
= 1,
0
0

b

= alz -7 =blx—-T7)(y—8)+cly—8)2.
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Calculo 3

PURO-UFF - 2019.2

P1 - 18/outubro/2019 - Eduardo Ochs

Respostas sem justificativas ndo serdo aceitas.
Diagramas muito ambiguos serdo interpretados errado.
Proibido usar quaisquer aparelhos eletronicos.

1) (Total: 7.0) Sejam:

Flz,y) = v,
A = {(z,y) eR?|0<ay <1},
G(z,y) = (cosz)(cosy).

a) (0.5 pts) Represente graficamente as curvas de nivel da fungéo F para z = 0,
z=1,2z=2ez=—1. Obs: quando vocé for representar varias curvas de nivel
num desenho s6 sempre deixe claro qual é cada uma!

b) (0.5 pts) Faga o diagrama de numerozinhos para a fun¢do G. Dica: os
pontos em que as contas sao faceis sdo os em que tanto x quanto y sdo miltiplos
de /2.

¢) (1.5 pts) Represente graficamente as curvas de nivel da fungao G para z = 0,
z=1,z=—-1.

d) (2.5 pts) Represente graficamente a curva de nivel da funcio G para z = %
Dica: represente como vocé acha que ela deve ser.

e) (0.5 pts) Encontre méaximos globais da fungio G em R2.

f) (0.5 pts) Encontre minimos globais da fungao G em R2.

g) (0.5 pts) Represente graficamente o conjunto A.

h) (0.5 pts) D4 pra usar o Teorema de Weierstrass pra garantir que a fungao
G tem méaximos globais e minimos globais no conjunto A?

2) (Total: 1.5) Seja f(t) = (cost,t+sent). Encontre uma fungao g(t) que seja
uma aproximacao de segunda ordem para f(t) em ¢y = 7.

3) (Total: 1.5) Sejam F(z,y) = ¢%° e (20,y0) = (10,2). Dé a equago do

plano tangente a superficie S = { (x,y,2) € R3 | 2 = F(x,y) } no ponto (g, yo)-
Dica: comece calculando o gradiente.
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Mini-gabarito
(Incompleto e nao revisado — pode ter erros de contall!):

la) (na outra folha)

1b) (na outra folha)

1c) (na outra folha)

1d) (na outra folha)

le) ...por exemplo os pontos (0,0), (27,0), (7, 7) (em que z = 1)

1f) ...por exemplo os pontos (7,0), (37,0), (0,7) (em que z = —1)

1g) A é a regido fechada entre os eixos e { (z,y) € R? | xy =1}.

1h) Nao porque o conjunto A nio é compacto (porque nao é limitado).

2) f(@&) = (cost,t+sent),
f'(t) = (—sent,1+ cost),
f"(t) = (—cost,—sent),
flto+Az) = f(to) + f'(to) Az + T{o) (Ax)?
= @)+ (@A + ) (Ar)?
= (—1,7r+0)+(—O,1+(—1);A$+H%OS(A$)2
= (-1,m) + 55%(Ax)?
= (-1-3(Az)%7)
3) (wo,y0) = (10,2)
F(z,y) = z%3 F(xo,y0) = 800
Fy(x,y) = 2wy Fy(zo,y0) = 160
Fy(z,y) = 32%y*> F,(xo,y0) = 1200

VF(z0,90) — (160,1200)
Seja G(z,y) a equagdo de plano tangente & superficie z = F'(x,y)
em (1‘73/) = ($0>y0)'
Entdo G(z,y) = F(xo,y0) + VF(2o,50) - (& — w0,y = %o
= 800 + (160,1200) - (z — 0,y — yo)
— 800 + 160(z — o) + 1200(y — yo)
— 800 + 160(z — 10) + 1200(y — 2)

Obs: o meu critério para pontuar questoes parcialmente certas é bem subjetivo!
Eu perddo erros de conta se eu achar que se eles sdo pequenos, e eu considero
que um erro de conta é “pequeno” se eu identifico ele rapido lendo o desenvolvi-
mento da questdo e acho que o aluno também poderia localizé-lo e conserta-lo
rapidamente se revisasse a questao... eu acabo perdoando erros de conta muito
mais facilmente se acho que o desenvolvimento da questao esta razoavelmente
bem escrito, e também se pouca gente acertou aquela questao.
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Célculo 3

PURO-UFF - 2019.2

P2 - 12/dezembro/2019 - Eduardo Ochs
Respostas sem justificativas ndo serdo aceitas.
Contas fora do ponto base zeram a questéo!
Proibido usar quaisquer aparelhos eletronicos.

1) (Total: 6.0) Sejam

F(I,y) = T— (y - 1)27
H(z,y) = a%+4y>—4,
D = {(x,y) €eR*|H(z,y) <0},

a) (1.0 pts) Represente graficamente algumas curvas de nivel de F(z,y).

b) (1.0 pts) Represente graficamente o conjunto D.

c) (1.5 pts) Encontre os pontos (z,y, A) € R? nos quais (L, Ly, Ly) = (0,0,0).
d) (1.5 pts) Verifique que os pontos que vocé encontrou no item anterior sao
os pontos da fronteira de D em que VF' é multiplo de VH.

e) (1.0 pts) Algum dos pontos que vocé obteve no item anterior é o méximo
global de F' em D? Algum deles é o minimo global? Porqué? Explique usando
o que vocé descobriu nos itens anteriores.

2) (Total: 4.5) Sejam:

tO 57
g(5) = 6,
h(5) = T,
ve) =
g'(t) = 0, (paratodotéeR)
h'(t) = 0, (paratodoté€R)
F(z,y) = 4(z =6+~ —6)(y—7)+9(y 77
« 4L F(g(to), h(to))-

Serd que o ponto (g(tg), h(tg)) é minimo local da F? Qual é o comportamento
da F' em torno deste ponto? Ela é um paraboléide, uma sela, ou o qué?...

a) (2.0 pts) Calcule a.

b) (1.0 pts) Suponha que v = 12. Encontre o tnico valor de m que faz o = 0.
¢) (1.0 pts) Suponha que v = 0. Mostre que nao existe m € R com o = 0.

d) (0.5 pts) Suponha que m tenha o valor que vocé encontrou no item b.
Represente graficamente a trajetéria (g(t), h(t)) e indique nela os pontos com
t=4,t=5et=06.
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Calculo 3

PURO-UFF - 2019.2 - Eduardo Ochs

VR - 13/dez/2019

Versao para quem perdeu a P1.

Respostas sem justificativas ndo serao aceitas.
Proibido usar quaisquer aparelhos eletronicos.

1) (Total: 6.0) Na P1 nds vimos como encontrar uma representagao grafica aprox-
imada para as curvas de nivel da fungdo Gpi(z,y) = (cosz)(cosy) na mao, sem
usar calculadora. Agora vamos fazer o mesmo para a fun¢ao G(z,y) = Gyr(z,y) =
(senz) + (seny), mas usando alguns truques diferentes.

Seja @« = w/6 = 180°/6 = 30°. Senos e cossenos de miltiplos de a — isto é, de
numeros da forma ka, onde k € Z — sdo faceis de calcular, e para muitos valores de
k o resultado vai ser um nimero racional:

k ka cos ka sen ko

0 0° V4/vi=1 VO0/vV4=0

1 30° 3/V4 V1/Vi=1/2
45°  V2/V/4 V2/V4

2 60° V1/V4=1/2 V3/V4

90°  V0/Vi=0 Va/Vi=1

4 120° —/1/Vd=-1/2 /3/V4
135° —v/2/V4 V2/V4

5 150° —/3/V4 VI/VA=1/2

6 180° —V4/Vi=-1 0/V/4i=0

a) (1.5 pts) Faca um diagrama de numerozinhos para a fungdo G(z,y). Dica: use
s6 pontos x,y € §Z, e ignore os pontos em que o resultado d algo complicado... por

w

exemplo, G(§,2%) = § + %, entao (§,2%) é um ponto complicado. O seu diagrama
tem que ter pelo menos 20 pontos “simples”.

a) (2.0 pts) Represente graficamente VG(z,y) em pelo menos 20 pontos “simples”.
Obs: os pontos em que VG(z,y) tem ambas as componentes racionais sdo diferentes
dos pontos em que VG(z,y) é racionall O seu diagrama tem que ter pelo menos 20
vetores.

c¢) (2.5 pts) Use o que vocé descobriu nos itens anteriores pra esbogar as curvas de
nivel de z = G(z,y) paraz:2,z:—2,z:O7z:1,z:—1,z:%,z:—%.

2) (Total: 2.0) Seja f(t) = (cost,2sent).

a) (1.0 pts) Escolha pelo menos 5 valores de t em [0, 7] em que as contas sao faceis
e represente graficamente f(t) + f'(t). Use isto para fazer um esbogo da trajetéria
f(t). Nao esquega de indicar o ¢ associado a cada ponto da trajetérial

b) (1.0 pts) Encontre uma fungéo g(t) que seja uma aproximagio de segunda ordem

para f(t) em to = .
3) (Total: 2.0) Sejam F(x,y) = 22/y e (z0,y0) = (10,4). Dé a equagdo do plano

tangente a superficie S = {(z,y,2) € R® | 2z = F(x,y)} no ponto (z¢,yo). Dica:
comece calculando o gradiente.
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Calculo 3

PURO-UFF - 2019.2 - Eduardo Ochs

VR - 13/dez/2019

Versdo para quem perdeu a P2.

Respostas sem justificativas ndo serao aceitas.
Proibido usar quaisquer aparelhos eletronicos.
Contas fora do ponto base anulam a questao!

1) (Total: 6.0) Sejam

F(w,y) = xf(yfl)Qa
H(z,y) = a%+4y? 4,

D = {(x7y)€R2|H(xay)§O}7
L(.’L‘,y) = F(x,y)—/\H(Jc,y).

a) (1.0 pts) Represente graficamente algumas curvas de nivel de F(x,y).

b) (1.0 pts) Represente graficamente o conjunto D.

c¢) (1.5 pts) Encontre os pontos (z,y,\) € R3 nos quais (L, Ly, Ly) = (0,0,0).
Alids, tente encontrar estes pontos e mostre que equacgao de 42 grau vocé precisaria
resolver pra encontrar os valores exatos pra eles.

d) (2.5 pts) Encontre aproximagoes olhométricas para os pontos da fronteira de D
em que VF é miltiplo de VH. Faga as contas com os pontos que vocé obteve no olho
e verifique que nesses pontos os gradientes VF e VH sdo quase paralelos.

e) (1.0 pts) Algum dos pontos que vocé obteve no item anterior é (uma aproximagao
para) um méximo global de F em D? Algum deles é (uma aproximagdo para) um
minimo global? Porqué? Explique usando o que vocé descobriu nos itens anteriores.

2) (Total: 4.5) Sejam:

ty = 5,
9(5) = 6,
h(5) = 7,
g() = 1,
n'(5) = m,
g"(t) = 0, (paratodote€R)
R"(t) = 0, (paratodot e R)
F(z,y) = 9 —6)°+7(z—6)(y—7)+4y -7

Q
|
|

tF(g(tO)v h(tO))

Serd que o ponto (g(to), h(tog)) é minimo local da F'? Qual é o comportamento da F
em torno deste ponto? Ela é um paraboléide, uma sela, ou o qué?...

a) (2.0 pts) Calcule a.

b) (1.0 pts) Suponha que v = 12. Encontre o tinico valor de m que faz a = 0.

¢) (1.0 pts) Suponha que v = 0. Mostre que néo existe m € R com a = 0.

d) (0.5 pts) Suponha que m tenha o valor que vocé encontrou no item b. Represente
graficamente a trajetéria (g(t), h(t)) e indique nela os pontos comt =4, t =5et = 6.

U
U

t
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Calculo 3

PURO-UFF - 2019.2 - Eduardo Ochs

VS - 19/dez/2019

Contas fora do ponto base zeram a questao!
Desenhos muito ambiguos serdo interpretados errado.
Respostas sem justificativas ndo serao aceitas.
Proibido usar quaisquer aparelhos eletrénicos.

Seja @ = w/6 = 180°/6 = 30°. Senos e cossenos de miltiplos de o — isto é, de ntimeros da
forma ka, onde k € Z — sao faceis de calcular, e para muitos valores de k o resultado vai ser
um ntmero racional:

k ko cos ka sen ko
0 00  V4/Vi=1 V0/V4i=0
1 30° V3/V4 VI/VA=1/2
45°  V2/V4 V2/V4
2 60° V1/Vi=1/2 V3/V4
3 90° VO/VAi=0 Va/VE =1
4 120° —/1/VA=-1/2 3/V4
135°  —v/2/V/4 V2/V4
5 150° —V/3/V4 VI/VE=1/2
6 180° —V4/Vi=-1 0/Vi=0

Em algumas das questoes abaixo vou dizer que certos senos e cossenos sao “muito faceis” de
calcular quando dao resultados inteiros, “faceis” quando dao resultados racionais, e “dificeis”
quando dao resultados irracionais. Por exemplo, cos 90° é muito facil; cos 60° é facil, mas sen 60°
é dificil.

1) (Total: 2.0) Seja P(t) = (g(t),h(t)) = (cost,sen2t). Faga uma representacio gréafica da
trajetéria P(t) para t entre 0 e 2. Dicas: comece representando P(t) + P’'(t) para todos os
valores de t muito faceis e “ligue os pontos”; anote ao lado de cada ponto o t associado a ele;
use alguns angulos s6 faceis e alguns dificeis se vocé achar que eles podem te ajudar a fazer o
desenho; use V2 /2~ 0.7 use V3 /2 = 0.9 se quiser. Use uma pagina inteira pro seu desenho final
— ele tem que ficar bem claro e preciso.

2) (Total: 2.0) Seja P(t) = (g(¢), h(t)) = (cost,sen2t) de novo.

a) (0.5 pts) Encontre uma fungdo Q(t) que seja uma aproximagio de 2% ordem para P(t) em
to= 1.

b) (1.0 pts) Verifique que a sua Q(t) obedece P(tg) = Q(to), P'(to) = Q' (to), P"(to) = Q" (to).
c) (0.5 pts) Reescreva a sua Q(t) na forma Q(t) = (at® + bt + ¢, dt> + et + f) — ou seja, sem a
notacao de ponto base.
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3) (Total: 3.5) Sejam:

F(.’I},y) = Tr—Y,
H(z,y) = x2+4y*—4,
D = {(z,y) eR?|H(z,y) <0},

a) (1.0 pts) Represente num grafico sé o conjunto D e algumas curvas de nivel da fungéo F(z,y).
b) (0.5 pts) Usando o gréfico anterior dé aproximagoes olhométricas para os pontos de méximo
e minimo da func¢do F(x,y) em D.

¢) (1.5 pts) Use o multiplicador de Lagrange para obter os pontos exatos de méximo e minimo
de F(z,y) em D.

d) (0.5 pts) Verifique que nos pontos que vocé obteve no item anterior os gradientes VF e VH
sao paralelos.

4) (Total: 3.5) Um dos problemas da P1 pedia pras pessoas descobrirem as curvas de nivel da
fungdo G(z,y) = (cosx)(cosy). Seja H(z,y) = (senz) + (seny). Neste problema vamos tentar
descobrir algumas curvas de nivel da H(x,y) na regido D, onde

D={(z,y) eR* |z €[0,2n],y € [0,] }.

a) (2.0 pts) Faca um diagrama de numerozinhos para a funcdo H(z,y) na regidao D. Ele
deve incluir todos os pontos (x,y) € D nos quais tanto senz quanto seny sido muito faceis e
idealmente também todos os pontos nos quais tanto senz quanto seny sdo pelo menos faceis
(mas nao necessariamente muito faceis). Use uma pagina inteira pra versao final desse diagram
pra poder fazer ele claro e detalhado.

b) (1.5 pts) Use o diagrama que vocé obteve no item anterior pra fazer boas aproximagoes para
as curvas de nivel de H(z,y) =z paraz =1, z = %, z=0.
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Calculo 3

PURO-UFF - 2019.2 - Eduardo Ochs

VS - 20/dez/2019

Contas fora do ponto base zeram a questao!
Desenhos muito ambiguos serdo interpretados errado.
Respostas sem justificativas ndo serao aceitas.
Proibido usar quaisquer aparelhos eletrénicos.

Seja @ = w/6 = 180°/6 = 30°. Senos e cossenos de miltiplos de o — isto é, de ntimeros da
forma ka, onde k € Z — sao faceis de calcular, e para muitos valores de k o resultado vai ser
um ntmero racional:

k ko cos ka sen ko
0 00  V4/Vi=1 V0/V4i=0
1 30° V3/V4 VI/VA=1/2
45°  V2/V4 V2/V4
2 60° V1/Vi=1/2 V3/V4
3 90° VO/VAi=0 Va/VE =1
4 120° —/1/VA=-1/2 3/V4
135°  —v/2/V/4 V2/V4
5 150° —V/3/V4 VI/VE=1/2
6 180° —V4/Vi=-1 0/Vi=0

Em algumas das questoes abaixo vou dizer que certos senos e cossenos sao “muito faceis” de
calcular quando dao resultados inteiros, “faceis” quando dao resultados racionais, e “dificeis”
quando dao resultados irracionais. Por exemplo, cos 90° é muito facil; cos 60° é facil, mas sen 60°
é dificil.

1) (Total: 2.0) Seja P(t) = (g(t),h(t)) = (cos2t,sent). Faga uma representacdo gréfica da
trajetéria P(t) para t entre 0 e 2. Dicas: comece representando P(t) + P’'(t) para todos os
valores de t muito faceis e “ligue os pontos”; anote ao lado de cada ponto o t associado a ele;
use alguns angulos s6 faceis e alguns dificeis se vocé achar que eles podem te ajudar a fazer o
desenho; use V2 /2~ 0.7 use V3 /2 = 0.9 se quiser. Use uma pagina inteira pro seu desenho final
— ele tem que ficar bem claro e preciso.

2) (Total: 2.0) Seja P(t) = (g(¢), h(t)) = (cos2t,sent) de novo.

a) (0.5 pts) Encontre uma fungdo Q(t) que seja uma aproximagio de 2% ordem para P(t) em
to= 1.

b) (1.0 pts) Verifique que a sua Q(t) obedece P(tg) = Q(to), P'(to) = Q' (to), P"(to) = Q" (to).
c) (0.5 pts) Reescreva a sua Q(t) na forma Q(t) = (at® + bt + ¢, dt> + et + f) — ou seja, sem a
notacao de ponto base.
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3) (Total: 3.5) Sejam:

F(.’I},y) = Sx_yv
H(z,y) = x2+4y*—4,
D = {(z,y) eR?|H(z,y) <0},

a) (1.0 pts) Represente num grafico sé o conjunto D e algumas curvas de nivel da fungéo F(z,y).
b) (0.5 pts) Usando o gréfico anterior dé aproximagoes olhométricas para os pontos de méximo
e minimo da func¢do F(x,y) em D.

¢) (1.5 pts) Use o multiplicador de Lagrange para obter os pontos exatos de méximo e minimo
de F(z,y) em D.

d) (0.5 pts) Verifique que nos pontos que vocé obteve no item anterior os gradientes VF e VH
sao paralelos.

4) (Total: 3.5) Um dos problemas da P1 pedia pras pessoas descobrirem as curvas de nivel da
fungdo G(z,y) = (cosx)(cosy). Seja H(z,y) = (senz) + (seny). Neste problema vamos tentar
descobrir algumas curvas de nivel da H(x,y) na regido D, onde

D={(z,y) eR* |z €[0,2n],y € [0,] }.

a) (2.0 pts) Faca um diagrama de numerozinhos para a funcdo H(z,y) na regidao D. Ele
deve incluir todos os pontos (x,y) € D nos quais tanto senz quanto seny sido muito faceis e
idealmente também todos os pontos nos quais tanto senz quanto seny sdo pelo menos faceis
(mas nao necessariamente muito faceis). Use uma pagina inteira pra versao final desse diagram
pra poder fazer ele claro e detalhado.

b) (1.5 pts) Use o diagrama que vocé obteve no item anterior pra fazer boas aproximagoes para
as curvas de nivel de H(z,y) =z paraz =1, z = %, z=0.
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