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Aproximacgoes por cima e por baixo
Uma das figuras na p.2 das notas da Cristiane Hernandez ¢ esta:

Ela mostra uma tentativa de calcular uma integral fazendo uma
aproximacao por retangulos por baixo e uma aproximag¢ao por retangu-
los por cima para y = f(x) no intervalo entre x = —1 e z = 1. A curva
y = f(z) fica entre estas duas aproximagoes.
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Porque aprender isto

As definigoes formais de “aproximacao por retangulos por baixo”
e “aproximacao por retangulos por cima” sao bem trabalhosas. Elas
envolvem alguns truques com conjuntos infinitos, “para todo” e “existe”,
que a maioria dos livros de Céalculo pula...

No6s vamos ver essas definicoes em detalhes porque entendé-las e
aprender a visualizar cada subexpressao delas vai acabar sendo muito
util pras préoximas matérias de Matematica do curso de voces.

No material da aula 2 eu pedi pra vocés aprenderem a fazer certos
desenhos sem contas, chamei isso de o “jeito esperto”, e disse que fazé-
los calculando todas as coordenadas era o “jeito burro”. Na discussao
desse material pelo Telegram a Eduarda me pediu pra explicar melhor
isso, e eu dei essa explicacao aqui...
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Tenta aprender a nao fazer as contas... se vocé fizer tudo pelas
contas vocé vai demorar muito mais e nao vai descobrir um monte de
truques importantes que a gente s6 descobre se a gente tenta aprender
a visualizar tudo geometricamente...

Acho que eu tenho um exemplo bom.

Num dos primeiros slides eu usei uma figura copiada das notas da
Cristiane Hernandez em que ela usa uma particao com 7 intervalos - ela
até escreveu do lado “n = 7"...

Daqui a pouco a gente vai ter que usar figuras — que a gente nao
vai poder desenhar explicitamente com todos os detalhes — com 10
intervalos, ou 100, ou 1000, ou um milhao de intervalos

Se vocé aprender a visualizar tudo sem contas vocé vai conseguir
visualizar a figura com um milhdo de intervalos em poucos segundos.

E se vocé tiver que fazer as contas pra um milhao de intervalos vocé
vai gastar um tempo que a gente nao tem =(
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Imagens de conjuntos

Dé uma olhada na segao 1.3 do Martins/Martins.
Nos vamos usar uma notagao um pouco diferente da deles.

Se f: A— R (obs: A=dom(f)),

gy = {(z,f(2)|zeA}

im; = {/f(2)|xeA),
grf(B> - {(x,f(x))]xEB},
F(B) = {f(x)|zeB},
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Por exemplo, se

f: R - R
r oz
e B=1{-1,0,1,2} entdo:
grf<B) = grf({_1707172})>
= {(z f(@)) [z €{-1,0,1,2}}
= {(=1,/(=1)),(0, f(0)), (1, f(1)), (2, f(2))}
= {(_17(_1)2)7(0702)7(1 12)7(2722)}
= {(_171)’(()’0)7(171)’(2’4)}
F(B) = {f(x) v €{-101,2}}
— {(_1)2’02,12,22}
= {1,0,1,4}
= {0,1,4}
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Se visualizarmos B como um subconjunto do eixo x

entdo gr;(B) é o resultado de “levantar” cada ponto de B
para o ponto correspondente no grafico de f,

e F(B) é o resultado de projetar todos os pontos de gr(B)
no €eixo v.

Exercicio 1.

Sejam f(z) =2*e B={-3,-2,-1,0,1,2}.

a) Calcule F'(B).

b) Calcule gr((B).

c¢) Represente graficamente num grafico s6: B “como um subcon-
junto do eixo x”, gry(B), F'(B) “como um subconjunto do eixo y”.

d) Represente graficamente num (outro) grafico s6: B “como um
subconjunto do eixo y”, gr;(B), F(B) “como um subconjunto do eixo

7
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Imagens de intervalos

Seja:

(3,9)

r+3 quando x < 3,
=<¢{9—2 quando3 <z <8,
r—7T7 quando 8 <z

Se B é um conjunto infinito —

por exemplo, B = [1,2) U [6,7) —

nao da pra calcularmos gr;(B) e F(B)
fazendo as contas pra todos os pontos...
E melhor fazer desenhos.
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(3,6)

——o———+——o—+—+—+—
Neste caso temos
F([1,2)U[6,7)) = (2,3] U[4,5).
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Exercicio 2.

Seja f a funcao definida dois slides atras.

Calcule:
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Exercicio 3.

Para cada uma dos proposigoes abaixo diga
se ela é verdadeira ou falsa.

a) Vo € [7,9].1 < f(x)
b) Vz € [7,9].1 < f(x)
c)dxr € [7,9.1 < f(x)
d) 3z € [7,9].1 < f(2)
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Da mesma forma que podemos definir fungoes

nos podemos definir proposicoes.

Uma proposicao é uma funcao que retorna V ou F.

Seja P(y) = (Vo € [7,9].y < f(z)).

Exercicio 4.
Para cada uma das proposi¢oes abaixo
diga se ela é verdadeira ou falsa.
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Exercicio 5.

Calcule os dois conjuntos abaixo:
a) L={yeR|Vzel[l,9.y < f(z)}
b)U={yeR|[Veelr9]f(z) <y}

c) Represente o conjunto L no eixo y.

d) Represente o conjunto U no eixo y.

e) Represente o conjunto L usando notagao de intervalos —

algo como: “L = [42,99) U {200} U (420, +00)".

f) Represente o conjunto U usando notagao de intervalos.
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Exercicio 6.
Seja M(y)=(ye LeVy € L.y <y) —

ou, equivalentemente, M(y) = (y € LeVz € L.z <vy).

Para cada uma das proposicoes abaixo
diga se ela é verdadeira ou falsa.
a) M (4)

b) M
c)
)
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(Obs: este slide é uma versao melhorada do slide do exercicio 7!)

Alguns slides atras nés definimos:

L = {yeR[Vze[r,9.y < f(z)}
M(y) = (yeLeVze L.z<y)

Agora vamos generalizar o L de dois jeitos:

L(B) = {yeRU{—oco,+o0}|V¥be B.y < f(b)}
I(C) = {yeRU{—o0,+o0} |VceC.y<c}

Exercicio 7’:

a) Calcule L([7,9]).

b) Verifique que L([7,9]) = I(F([7,9])).

c) L(B) = I(F(B)) vai ser verdade pra qualquer conjunto B? Porqué?
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(Obs: este slide é uma versao melhorada do slide do exercicio 8!)
Agora vamos generalizar o M e definir o inf...

L(B) = {yeRU{-00,+oo}|Vbe B.y < f(b)}

I(C) = {yeRU{—00,+x0} |VceC.y<c}
M(y,D) = (yeDeVde D.d<y)

yéoinfde C = (yel(C)eVdeI(C).d<y)

Exercicio 8’:
a) Calcule 1([2,3]) e I((2,3)).
b) Calcule M (1,[—00,2]), M(2,[—00,2]), M(3,[—00,2]).
c) Calcule o valor de “1 é o inf de {2,3,4}”. Deve dar V ou F.
d) Calcule “2 é o inf de {2,3,4}” e “3 é o inf de {2,3,4}".
e) Calcule I(R).
f) Calcule I(0).
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(Obs: este slide é uma versao melhorada do slide do exercicio 9!)
Agora vamos definir o sup:

UB) = {yeRU{—o0,+00} |Vbe B.f(b) <y}
S(C) = {yeRU{—00,+0}|VceC.c<y}
N(y,D) = (yeDeVde D.y<d)
yéosupde C = (yeS(C)eVde S(C).y<d)

Exercicio 9’:

a) Calcule S([2,3]) e S((2,3)).
b) Calcule N(2,[3, +o0]), N(3,[3,+00]), N(4,[3,+00]).
c¢) Calcule o valor de “5 é o sup de {2,3,4}". Deve dar V ou F.
d) Calcule “3 é o sup de {2,3,4}" e “4 é o sup de {2,3,4}".
e) Calcule S(R).
f) Calcule S(0).
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Alguns slides atras nés definimos:

L = {yeR[Vze[r,9.y < f(z)}
My) = (yelLeVze L.z<y)

Agora vamos generalizar isto para:

L(C) = {yeRU{—00,+o0} |VzeC.y< f(x)}
M(y,C) = (ye L(C)eVze L(C).z<y)

Exercicio 7.
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E agora vamos definir o “infimo” de um conjunto C"

L(C) = {yeRU{—o0,+o0} |Vx e C.y < f(z)}
M(y,C) = (ye L(C)eVze L(C).z<y)
yéoinfde C = (ye L(C)eVze L(C).z<y)

Exercicio 8.

Para cada uma das proposicoes abaixo
diga se ela é verdadeira ou falsa.

a) 1 é oinf de (2,3]U[4,5)

b) 2 é o inf de (2,3] U [4,5)

c) 3 éoinfde (2,3]U[4,5)

d) 0 é o inf de R

e) —oo é oinf de R

f) —oco é o inf de ()

g) +00 ¢ o inf de )
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Exercicio 9.

Vamos definir L(C) da seguinte forma:

LIC)={yeRU{-o0,x} |VeceC.y<c}
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E agora vamos definir o “supremo” de um conjunto C'.
Compare:

) = {yeRU{-o0,4+0} |VzeCy< f(x)}
) = (yeL(C)eVze L(C).z<vy)
yéoinfde C = (ye L(C)eVze L(C).z<y)

UC) = {yeRU{—o0,+o0} |Vz el f(z)<y}
M'(y,C) (yeU(C)eVweU(C).y <w)
yéosupdeC = (yeU(C)eVweU(C).y <w)

Infs e sups vao nos permitir definir o “retangulo mais alto sob a
curva y = f(z)” e o “retdngulo mais baixo sobre a curva y = f(z)” de
um modo que funciona até quando a f é descontinua...

Veja o “exemplao” da proxima pagina.
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Exemplao: métodos do sup e do inf

r+3 quando x < 2,

Seja f(x) = / =43 quando = = 2,
r—1 quando 2 < z.

Seja B = [1,3].
Entao F(B) = (1,2)U{3}U[4,5),
U(F(B)) = [5,+09),
L(F(B)) = [-00,1],
sup(F(B)) = 5,
inf(F(B)) = 1,
sup(F([1,3])) - (3 — 1) é o retdngulo mais claro,

)
inf(F([1,3])) - (3 — 1) é o retdngulo mais escuro..
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Exercicio 10.

Seja:

(3,9)

x+3 quando z < 3,
=<¢{9—2 quando3 <z <8,
r—7T7 quando 8 <z

Seja P = {1,2,4,5,7,9,10}.

Represente graficamente:

a) ., inf(F([a;, b)) - (b — a;)

b) i, sup(F([ai, bi])) - (bi — ;)

Dica: represente o (a) e o (b) no mesmo grafico usando retadngulos
de cores diferentes, como nas figuras das paginas 2 e 19.
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Aproximacgoes por cima e por baixo

Na aula 1 nds vimos esta figura:

z=b B ? P
/ f(z)dx = Area

As aproximacoes da integral de f por retdngulos por cima e por
baixo dependem da escolha de uma partigao P do intervalo [a,b]. As
defini¢oes formais sao:

/ f@yde = T sup(F(as b)) - (b= )
/ f@yde = SN inf(F((ai, b)) - (b — a2)
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Exercicio 11.

Seja f(x) a fungao do exercicio 10.
Seja P = {1,2,3,...,10}.
Represente graficamente (num gréfico so)

f(@), lpf(x)dx, /Pf(x)dx.

A diferenca entre as duas aproximacoes, / f(x)dr — / f(x)dex,
P g

corresponde a area em rosa claro nos slides 2 e 19.
Ela consiste num certo nimero de quadrados 1 x 1.
Quantos?
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Exercicio 12.

Faca a mesma coisa, mas agora para a particao
P={1,1.5,2,2.5,...,10}.

Agora a diferencga 7Pf(x) dx — / f(z)dx
Jp

é feita de um certo nimero de quadrados
de dimensoes 0.5 x 0.5.
Quantos?
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Exercicio 13.

Sejam:

flx) =4— (v -2)?

Py, ={0,4},

P ={0,2,4},

P, =1{0,1,2,3,4},

Py ={0,0.5,1,1.5,...,4}.

a) Represente graficamente /
Ps3 J p,

2020-2-C2-somas-2 2021mar05 15:20

f(z) dw — / f(z) dx.

27


http://angg.twu.net/2020.2-C2.html

28

Exercicio 13 (cont.)

b) Represente num grafico sé:

fx:4

fP dx - f f(x)
[pfx)de— [ lf(x) dx,
Ip(@)de— [ f(x)de,
Jpf@)de =] f(cc)

c) Seja A = fPSf z) dz —ipgf(x) dz, considerado como um subcon-

junto de R? formado de retangulos, e B o conjunto obtido a partir de
A deslizando cada retadngulo de A pra baixo como explicado no video.
Desenhe B direito e obtenha uma estimativa para a area de B seguindo
as idéias do video.
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Exercicio 13 (cont.)

d) Faca a mesma coisa que no item ¢, mas usando a partigdo Pj.
Vocé deve obter algo desta forma:

0 < Area(lmmerill) <

onde 0 “ 7 é ou um nimero ou uma expressao facil de calcular.

e) Faca a mesma coisa que no item d, mas usando a parti¢ao Ps.
f) Faga a mesma coisa que no item d, mas usando a parti¢do F.
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Exercicio 14.

Repare que da pra expressar a particao que divide o intervalo
[a,b] em N partes iguais assim:

b— b— b—
a,a+2-—a,...,a+N~ ¢

1.2 ¢
{a, a+ N N N}

a) Teste a formula acima para o caso [a,b] = [2,5], N = 6.
b) Teste a férmula acima para o caso [a,b] = [2,5], N = 7.

Dica importante: no Ensino Médio os professores dizem pra sempre
fazer “simplificacbes” como esta aqui: 2+ 4 - 5;72 = %. Em casos como
a acima essas “simplificagoes” fazem com que os padroes fiquem muito
mais dificeis de entender. Nao seja como aqueles professores do Ensino
Médio!
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Exercicio 14 (cont.)

Se estamos tentando integrar uma fungao no intervalo [a, b]
a nossa sequéncia preferida de particoes para este intervalo
vai ser definida por:

b—a b—a

Pk:{a,CL‘F]_'?,CL‘FQ' 2k PN

Lb)

c) A particdo P, tem quantos intervalos? E quantos pontos?
d) A particdo P; tem quantos intervalos? E quantos pontos?
e) A particdo P, tem quantos intervalos? E quantos pontos?
f) A particao Ps tem quantos intervalos? E quantos pontos?
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Mais definicoes

Defs: . -
/ f(x)dr = lim f(x)dzx e
r=a k—o0 P
z=b
/ f(z)dx = lim f(z)dx,
k—o00
Y _xr=a Y Py
onde Py, P, P, P3, ... é a nossa sequéncia preferida de particoes

para o intervalo [a, b], que definimos no slide anterior.
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Exercicio 15.

Seja f(x) =4 — (x — 2)2.

a) Represente graficamente T:ﬁ f(z) dz, representando
todas as “fpkf(x) dz”’s num grafico sé.

b) Represente graficamente i zzé f(z) dx, representando

todas as x) dz”s num grafico so.
P
—E
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As notas do Pierluigi Benevieri

Agora dé uma olhada nestas notas

de Célculo 2 do Pierluigi Benevieri:

https://www.ime.usp.br/~pluigi/registro-MAT121-15.pdf

Nas péaginas 3 e 4 ele define a integral (na definigdo 3) usando a
“familia de todas as partigdes do intervalo [a,b]”... isto é beeeem mais
dificil de entender e visualizar do que o que eu fiz aqui, usando o limite
na minha sequéncia preferida de partigoes do intervalo [a, b]...
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Exercicio 16.

a) Entenda a definicdo da Fungdo de Dirichlet que o Pierluigi faz
nas paginas 8 e 9, e que ele chama de f(x) naquele trecho das notas.

b) Faga o grafico dessa funcao f(x).

Seja [a,b] = [2,5].

c) Represente graficamente TPk f(z)dx e i o f(z)dx

parak=0,k=1ek=2.

d) Convenga-se de que
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A definicao de integral

A nossa defini¢io de ff:: f(x) dx vai ser:

[ = T s

L

ll<=
\a
I
(=
=
L
S~—
.
S

se a igualdade marcada com ‘=’ for verdade.

Se a igualdade ‘L for falsa vamos dizer que:
“f(x) nao é integravel no intervalo [a, b]”,
“ fj_:f f(x) dx nio estd definida”, ou
r=b [
“f;:a f(x)dx da erro”.

42)

(Compare com ...
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Outra funcao nao integravel

A funcao de Dirichlet nao é integravel porque
ela é “muito descontinua’.

Um outro exemplo de fungao nao integravel é:

g(z) =

Exercicio 17.

a) Calcule ¢(2), g(1), g(3), 9(55);
9(=2). 9(=1), g(=3), 9(=15), 9(0).
b) Calcule lim, o+ g(x) e lim,_,o- g(z).
¢) Calcule lim,_,, o g(z) e lim,,_o g(x).
d) Faga o gréafico da g(z).
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0 quando x = 0.
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Exercicio 17 (cont.)
Seja [a,b] = [-2,2].

e) Represente graficamente TPk g(x)dre [ » g(x)dx
—k
parak=0k=1ek=2.

f) Convenca-se de que Tpkg(x) dx = 400 para todo k
e de que fP g(x)dx > 0 para todo k.
—k

Quando nés aprendermos o Teorema Fundamental do Calculo
(p.12 das notas do Pierluigi!) nds vamos ver que se aplicarmos
ele a esta g(z) obtemos um resultado que nao faz sentido:

/::1 g(x)de = =2

=—1

2020-2-C2-somas-2 2021mar05 15:20


http://angg.twu.net/2020.2-C2.html

39

(Tudo a partir desta pagina é do material de 2020.1 e vai ser total-
mente reescrito!)
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Exercicio 1.

Leia a definicdo de integral definida do Martins/Martins e tente
entendé-la. Dica: ela é ambigua e muito incompleta! A defini¢ao deles,
na p.203, é esta:

b n
/a f(z)dx = Algirgoz; f(z)Ax;

por exemplo, o Martins/Martins d4 uma definicao bem incompleta
de integral na p.203 dele, e diz “para detalhes consulte o livro do Lei-

thold”...
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Martins/Martins: “Elementos de célculo diferencial e integral”
http://angg.twu.net/2020.2-C2/martins_martins__cap_1.pdf
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Exercicio 1.
Sejam g(x) =5—xz e P={1,2,4}.
Considere a expressao abaixo:

N =4

> gl - a) < [

N
g(@)de <Y gla)(bi—a)  (¥)

i=1 z=1 i=1

a) Represente graficamente o primeiro somatorio e calcule-o.

b) Represente graficamente o segundo somatorio e calcule-o.

c) Represente graficamente a integral f;:fl g(x) dx como a area sob
a curva y = g(x) entre z = 1 e x = 4 e calcule-a — lembre que vimos no
final da aula passada como calcular areas de trapézios.

d) Verifique que os dois ‘<’s em (x) sdo verdade.

e) Represente os dois somatérios e a integral num grafico sé.
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Exercicio 1 (continuagio).

f) O primeiro somatério estd todo abaixo da curva y = g(x)? A
curva y = g(x) estd toda abaixo do segundo somatério? Se “sim” e
“sim” represente os dois somatorios e a integral num grafico s6 fazendo
uma figura parecida com a do slide 2, inclusive usando cores diferentes
para a area sob a aproximacao por baixo (o somatério da esquerda) e a
aproximagcao por cima (o somatério da direita).
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Nos proximos exercicios nés vamos encontrar modos de fazer aprox-
imacgoes por retangulos “por cima” e “por baixo”. As nossas primeiras
tentativas vao ser meio bugadas e vai ser preciso consertéa-las.

Lembre que na aula passada nés vimos como visualizar varios so-
matorios diferentes, e os que apareceram no exercicio 1 correspondem a
“soma a direita” e a “soma a esquerda” desta pagina da Wikipedia:

https://pt.wikipedia.org/wiki/Soma_de_ Riemann
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Algumas abreviagoes

[L] Zz-]il flai)(b; — a;)
R = X0, f(b)(b —a)
(Trap] = 32, M(b - a,)
M= S A0 a)
(min] = ZzNzl min(f(a;), f(b:))(b; — a:)
max] = 377, max(f(a;), f(b:))(bi — a;)
Obs: todos os “métodos” acima, [L], [R], [Trap], [M], [min], e [max],
aparecem na pagina da Wikipedia, mas com outros nomes e usando
particbes em que todos os subintervalos tém o mesmo comprimento!
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Exercicio 2. Seja f a nossa func¢ao preferida (a da aula passadal)
e P a particao P = {1,1.5,2,3,4}.

a) Represente em um gréfico s a fungao f e [M].

b) Represente em um grafico s6 a func¢ao f e [min].

c¢) Represente em um grafico sé a funcio f e [max].

Exercicio 3. Faca um gréfico como o do item (f) do exercicio 1
para

[min] < /; f(z)dx < [max].

Exercicio 4. Faca um grafico como o do exercicio anterior, mas
agora usando P = {1,1.5,3,4}. Desta vez um trecho do grafico de
y = f(x) vai ficar acima do [max]!!!
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A imagem de um conjunto por uma funcgao
Sejam:

A = {1,1523)}
B = {(z,f(x)) |z €A}

= {(1, f(1)), (1.5, f(1.5)),(2, f(2)), (3, f(3))}
C = {f(x)[ze A}

= {f(1), f(15), f(2), fF(3)}

D4 pra desenhar todos esses conjuntos num grafico s6 bem rapido.
Instrugoes: desenhe o gréfico de y = f(z); represente A no eixo z;

desenhe B em R? “levantando os pontos de A para a curvade y = f(x)”;
represente C' no eixo y “projetando os pontos de B no eixo y”.

Exercicio 5. Faca esse grafico.
Exercicio 6. Faga a mesma coisa, mas com A = [1,3.5], que é um
conjunto infinito... agora o conjunto C' vai ser um intervalo. Qual?

2020-2-C2-somas-2 2021mar05 15:20


http://angg.twu.net/2020.2-C2.html

48

Um abuso de linguagem
A nossa fungao f preferida é

fr R - R
r = 4—(x—2)?

O dominio dela é R, e isso quer dizer que se ela receber qualquer
argumento que nao ¢ um elemento de R ela deve dar erro...

Existe um truque tradicional que nos permite escrever a imagem de
um conjunto por uma funcao de um jeito mais curto. Se A C R é um
conjunto,

f(A)={f(a)|aec A}

E como se estivéssemos definindo uma funcio f nova a partir da
f original, e as duas tem o mesmo nome mas dominios disjuntos — a
original s6 lida com argumentos que sao niimeros reais, e a nova so lida
com argumentos que sao conjuntos de niimeros.
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Sup
A funcao sup é uma espécie de generalizacao do max.
Vamos comegar com um exemplo. No exercicio 6 vocé “calculou” —

por desenhos e olhémetro — f([1,3.5]), e vocé obteve um intervalo no
eixo y. Sejam A = [1,3.5] e C' = f(A). Seja

D={yeRU{—o0,+o0}|VeceC.c<y}.

Exercicio 7. E verdade que 4 € D?

Exercicio 8. E verdade que 5 € D?

Exercicio 9. E verdade que 2 € D?

Exercicio 10. E verdade que +o0o € D?

Exercicio 11. E verdade que —co € D?

Exercicio 12. Represente graficamente o conjunto D.
Exercicio 13. Qual é o menor elemento de D?
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Sup (2)
A definicao formal do sup é bem complicada...
Dé uma olhada nesta pagina da Wikipedia, como curiosidade:

https://pt.wikipedia.org/wiki/Supremo_e_%C3%ADnfimo

Quando C' C R temos um procedimento pra calcular sup(C') que é
equivalente a definicao “oficial” complicadissima que aparece na Wikipedia.
Ele funciona assim: defina

D={yeRU{-00,+00}|VeceC.c<y}.

Este conjunto D vai ter duas propriedades importantes:
1) se d € D entao [d,+o0) C D, e
2) D tem um menor elemento.

O resultado de sup(C') vai ser o menor elemento de D.
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Sup e Inf

A defini¢ao informal abaixo também funciona:
Se C' C R entéao sup(C') é o menor elemento de R U {—o00, 00} que
estda “acima” de todos os elementos de C.

e, similarmente...

Se C' C R entao inf(C') é o maior elemento de R U {—o00, 00} que
esta “abaixo” de todos os elementos de C.

Exercicio 14. Calcule:
a) sup({2,3,4}) e inf({2, 3,4})
b) sup([2, ]) e inf([2, 4])
) Sup((( 4)) e inf((2,4))
(0

o

d) sup(R) e inf(R)
e) sup(0) e inf(()
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Algumas abreviagoes (2)

[L] Zz-]il flai)(bi — a;)

Rl = X0, F(b)(bi — a)
(Trap] = 32, M(b - a,)

M) = 1f('“+b )(bi — a;)

min] = 37, min(f(a:), £(5:)(bi — ;)
max] = Y, max(f(as), f(b:)) (b — a;)
[inf] = 31 inf(f([ai, b])(bi — ;)
[sup] = ST, sup(f([as, bi]) (b — as)

Os métodos [inf] e [sup] sdo novos...

Eles correspondem ao que a pagina da Wikipedia chama de “Soma
de Riemann Inferior” e “Soma de Riemann Superior”.
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Uma versao “consertada” do exercicio 4

Exercicio 15. Seja P = {1,1.5,3,4}. Faga um grafico como o do
item (f) do exercicio 1 para

[inf] < /:c? f(z)dx < [sup].

e verifique que agora a curva y = f(x) estd entre [inf] e [sup].
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