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um pouco de curvas de nive
E d de nivel
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Dé uma olhada nas paginas 172 e 173 do capitulo 5 do Bortolossi,
onde ele diz “Cuidado! Cuidado! Cuidado!”... ele fala que vai evitar
certas notagoes. Nos exercicios de hoje noés vamos comegar a usar al-
gumas das notagoes que ele prefere evitar, e daqui a algumas aulas nos
vamos aprender a formalizar essas notagoes.

Exercicio 1.
Seja h(z) = f(
Sabemos que A/(
a) Calcule h"(x).
b) Calcule h"'(z).

().
x) = f'(g9(z))d (x), pela regra da cadeia...

W0 = b6
2% o
= £'(900 9'0)
. LT
D 1Ca: 35,0150 2°60)
F5(FGON 50 + £ 5'G)
2 (£ eN56) 56 + £ o0 90
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Exercicio 1 (cont.)

Repare que nos itens acima g, ¢’, ¢” e ¢ sempre aparecem “calcu-
ladas no ponto x”, ou seja, como g(z), ¢'(x), ¢"(z) e ¢"(z)... e f, f,
f" e f"” sempre aparecem “calculadas no ponto g(z)”, ou seja, como
flg(z)), f'(g(x)), f"(g(z)) e f"(g(x)). Se abreviarmos as nossas contas
omitindo esses pontos de aplicacdo vamos conseguir formulas bem mais
curtas, como h' = f'q’.

c¢) Reescreva h”(z) usando essas abreviagoes.

d) Reescreva h"(x) usando essas abreviagoes.
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Dica:

f(g(x)) f
!
f'(9(x))d'(z) f'q
T
f'(g(x))g (x)g' (z) "(9(2))g" () gy f'g"
T~ T NN
f"(g(@)g (x)g'(x)g'(x)  f"(g(x)g'(@)g"(x)  f'(g9(x))g" (x) gdg  f'dg"  f'g"”
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Agora nés vamos comecar a ver funcoes de R2 em R, que vao definir
superficies. Por exemplo, se F(z,y) = x* + y? entdo este conjunto

{(z,y,2) eR® | z = F(z,y)}

vai ser uma superficie — um paraboldide.

Nos outros semestres eu tentei ensinar superficies comecando por
um método de “ligue os pontos” em 3D, que era uma adaptacao da
idéia de que podemos desenhar uma aproximacio para um curva em R?
comegando pelos pontos (a — 1, f(a — 1)), (a, f(a)), (a+ 1, f(a+ 1))...
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...mas desta vez nés vamos comegar por dois outros assuntos:

e Cortes. Dé uma olhada no capitulo 3 do Bortolossi, nas paginas
81 até 95. Tente pelo menos entender as figuras!

e Derivadas parciais. Dé uma olhada no capitulo 5 do Bortolossi,
nas paginas 163 até 167. Tente pelo menos entender as figuras!
Os préximos exercicios vao nos ajudar a entender estas idéias na
pratica.
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Exercicio 2.

Sejam F'(z, y) (z +5)y, g(t) = sent, h(t) = e*.
a) Calcule & dg F(g(t), h(t)).

b) Calcule 5= F'(z,y) e 8yF( Y).

c) Calcule dtg( ) e Lh(t).

Nos vamos usar bastante as notacgoes F, = B%F e I, = (%F,
que o Bortolossi usa pouco.

d) Calcule F,(z,y) e Fy(x,y).

e) Calcule F,(g(t),h(t))g'(t) e F,(g(t), h(t))R'(t).
A (e) deve dar o mesmo resultado que a (a).

Faga todos os itens do exercicio [01] da pagina 177
do Bortolossi (no capitulo 5).
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Tipos

TUDO que nés vamos fazer em Célculo 3 pode ser visualizado e
tipado. Vocé ja viu um pouco de tipos em C e em Fisica; em Fisica
os “tipos” sao parcialmente determinados pelas unidades — metros sao
distancia, segundos sdo tempo, metros/segundo é uma unidade de ve-
locidade, e assim por diante...

Dé uma olhada nas paginas 164 a 166 do capitulo 5 do Bortolossi.
Todas as expressoes que aparecem la podem ser “tipadas” e interpre-
tadas como posi¢oes no eixo x (ou no eixo y, ou no eixo y), ou como
distancias no eixo = (ou no eixo y, ou z), ou como inclinagoes... vamos
ver os detalhes disto aos poucos.
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Além das abreviagoes que nds vimos nos slides anteriores, em que
a gente s6 omite o ponto de avaliagdo e escreve “g” ao invés de “g(t)”,
existe uma outra convenc¢ao de abreviagoes que enfatiza os “tipos”: a

“notacao de Leibniz”. Por exemplo, se a gente define que

r = g(t)
y = h(t)
z=F(z,y)

entdo z = F(g(t), h(t)), z. = F.(g(t), h(t)), etc.
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Exercicio 3.

a) Digamos que y = g(x) e z = f(y). Traduza isto aqui para notagao
padrao: Z_z% = fl—;.

b) Digamos que y = g(z) e z = f(y). Calcule z,, de dois jeitos:
a esquerda use a notagdo de Leibniz, a direita traduza todas as suas
contas da esquerda para notacao padrao.

¢) Digamos que =z = ¢(t), y = h(t), z = F(z,y). Traduza isto aqui
para notagao padrao: fl—‘: = 2% + zyY:. Faga a traducao bem passo a
passo se precisar!

d) Calcule %%z e traduza as suas contas para a notagao padrao.
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Agora vamos fazer uma série de exercicios que tém a ver com os
“cortes” que o Bortolossi explica nas paginas 81 a 95 (no capitulo 3).
Seja F'(x,y) esta fungao aqui:

V52— x? — y? quando52—x y? >0,
F(x,y)Z{

quando 5% — 2% — 4% < 0,

Exercicio 4.

Represente graﬁcamente estes subconjuntos de R?:
a) {(z,y) eR? 5> —a? -y =0}

{(z,y) € R?| 52 x2 <0}
) {(z,y) €R?*[5° —a® —¢y* >0}
d) {(z,y) €R* | F(x,y) =1}

e) {(z,y) e R? | F(z,y) =2}
f) {(z,y) €R*| F(x,y) =3}
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Exercicio 4 (cont.)

g) {(z,y) €R* | F(z,y) =4}
h) {(z,y) eR?* | F(x,y) =5}
i) {(v,y) eR?* | F(z,y) =6}
J) {(.Z',y) e R? | F($vy>:()}
k) {(z,y) € R?| F(z,y) = -1}

2020-2-C3-rcadeial
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Exercicio 5.

13

Agora seja S esta superficie (S C R3):

S={(z,y,2) €ER*| 2 = F(z,y) }.

Represente graficamente os seguintes cortes (faga como o Bortolossi):

a) SN{(z,y,2) ER3|z=1}

b) SN{(z,y,2) eR? | z=2}
c) SN{(z,y,2) eR®| 2=3}
d) SN{(z,y,2) eR¥| 2 =14}
e) SN{(z,y,2) ER*|z2=5}
f) Sn{(z,y,2) eR? | 2 =6}
g) SN{(z,y,2) eR’|2=0}
h) SN{(x,y,2) eR¥ | z2=—-1}

2020-2-C3-rcadeial
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Neste video aqui
http://angg.twu.net/eev-videos/2020-2-C3-rcadeial-b.mp4
eu explico como desenhar o “diagrama de numerozinhos” de uma

funcao de R? em R. No video eu desenhei o diagrama de numerozinhos
da fungao G(x,y) = 2 + y* nos pontos z € {0,1,2} e y € {0,1,2}.

Exercicio 6.

Faga o diagrama de numerozinhos da funcio G(z,y) = 2% + y* nos
pontos x € {—=5,—4,...,5} ey € {=5,—4,...,5}. Vocé vai ter que
desenhar 11 - 11 = 121 “numerozinhos”; parece um numero gigantesco,
mas se vocé descobrir os padroes que eles obedecem vocé vai conseguir
fazer isso rapido... por exemplo, G(0,2) =4, G(1,2) =5, G(2,2) = 8,
G(3,2) =13,G(4,2) =20,e5-4=1,8-5=3,13—-8=15,20—13 =7
— e a sequéncia 1,3,5,7,... é uma P.A. (uma progressao aritmética).
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Exercicio 7.

Agora vamos reusar o que vocé fez no exercicio 6 pra fazer uns
“outros cortes”. Sejam:

S = {(zy,2) eR [ 2=G(z,y) }.

Represente graficamente os cortes abaixo:
a) SN{(xr,y,2) eR¥ |z =1}

b) SN{(z,y,2) eR3|z=2}

c) SN{(x,y,z) eR®|y=1}

d) SN{(z,y,2) eR3|y=2}

Use os truques deste video:

http://angg.twu.net/eev-videos/2020-2-C3-rcadeial-c.mp4
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Exercicio 8.

Use o diagrama de numerozinhos do exercicio 6 pra fazer uma
aproximacao para esta curva de nivel aqui:

{(z,y) eR*|2® +y* =T}

Use os truques deste video:
http://angg.twu.net/eev-videos/2020-2-C3-rcadeial-d.mp4

O Bortolossi explica curvas de nivel no capitulo 3,
nas paginas 97-100.
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Curvas de nivel aproximadas (por segmentos de retas)

No video linkado no slide anterior eu expliquei um modo de fazer
um desenho aproximado para as curvas de nivel de uma fun¢ao usando
segmentos de retas. Nem sempre essa aproximacao vai ser muito boa,
mas pelo menos o resultado é “bem definido”, no sentido de que no
exercicio abaixo todo mundo vai chegar exatamente no mesmo desenho.

Exercicio 9:

Seja F'(x,y) a fungao do proximo slide.

A gente s6 sabe o valor dela em 4 - 5 = 20 pontos.

Facas as curvas de nivel aproximadas por segmentos de retas dela.
(Vai ficar algo quase tao tosco quanto paisagens de Minecraft!)

2020-2-C3-rcadeial 2021mar26 14:51


http://angg.twu.net/2020.2-C3.html

Exercicio 9 (cont.)

Note @ue  F(12)x6, F(2,2):5 F (3233
F(m=3 F(21)=6, F(3,70=2.
Fasa As"corvas sc wive, aproxinavas PoR

SEGMEITOS D¢ Retas" 24 Fudsdo [ ATina
PARA 231, 232,223, 224,225,226 2:7 220

Dica: Fasa o deseamo BEM cravse -
Use UNA FoLHa 1 Te 1A
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Dica 1:

&
S
=
A

:51

14
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Dicas sobre as dicas (adaptadas da discussao no Telegram)

Reparem que a gente sé sabe o valor de F'(z,y) nesses 20 pontos e a
gente vai ter que tentar visualizar essa funcao... por exemplo, F'(0,0) =
0e F(1,0) = 0, né? Entdao o método do video vai supor que F(z,0)
vai ser 0 em todos os pontos entre (0,0) e (1,0)... Deixa eu mudar o
enunciado do exercicio. O enunciado novo vai ser...

As idéias que eu dei no video dao um método que vai fazer
com que todo mundo chegue nas mesmas curvas de nivel se
vocés decidirem juntos o que fazer no caso ambiguo da dica
2. Eu quero que vocé discutam os detalhes entre vocés até
todo mundo chegar a um método s6 e todo mundo obter as
mesmas figuras.

Tem um monte de fungoes continuas do retangulo [0,4] x [0, 3] em
R. O enunciado do problema diz o valor de F(x,y) em uns poucos
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pontos... Em principio haveriam infinitos jeitos de obter fungoes F' :
[0,4] x [0,3] — R que nos pontos que eu dei valessem os valores que eu
dei... Vocés lembram daqueles problemas de trajetorias em que a gente
sabia F'(t) e F'(t) s6 pra alguns valores de t e a gente ia tentar reconstruir
a trajetoria toda de algum jeito razoavel a partir desses pontos? Agora
é a mesma coisa, s6 que pior!... Por exemplo, naquele exercicio de
trajetorias voces poderiam comegar calculando F'(0), F'(0), F(n/2) e
F'(m/2) porque sdo pontos em que as contas sdo ficeis, mas se vocés
quisessem calcular F'(7/4) e F'(w/4) vocés poderiam usar a calculadora
ou o computador e obter os valores exatos pra esses pontos...

Agora a gente esta fazendo algo que parece mais com problemas “do
mundo real”. E como se vocés tivessem medido a altura da superficie s6
em alguns pontos e a partir disso quisessem uma aproximacao razoavel
pro resto da superficie...

Voces ja viram mapas da mundo feitos em 1500 e pouquinho? Em
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que quem fez o mapa tinha que fazer uma boa hipdtese sobre a forma
da América a partir dos dados das poucas expedigos que ja tinham ido
e voltado de 147 Aqui tem um exemplo — de 1507, acho:

https://en.wikipedia.org/wiki/Waldseem),C3%BCller_map

Reparem que as Américas do Sul e do Norte sdao bem magrinhas.
Nenhum europeu sabia como elas eram na direcao Oeste, na direcao do
Oceano Pacifico e do Japao. O que a gente esta tentando fazer agora é
mais ou menos a mesma coisa que isso...

Algumas pessoas — as que estdao acostumadas a encontrar a tnica
resposta certa — vao ficar travadas durante horas... por isso é que eu
queria que esse exercicio fosse uma atividade de grupo — porque acho
que algumas outras pessoas vao comecar a discutir os melhores jeitos de
fazer as curvas de nivel da fungao F(z,y), e em alguns pontos elas vao
ter que fazer escolhas em conjunto, e ai em algum momento as pessoas

2020-2-C3-rcadeial 2021mar26 14:51


https://en.wikipedia.org/wiki/Waldseem%C3%BCller_map
http://angg.twu.net/2020.2-C3.html

23

travadas vao destravar...

Reparem que a gente sabe muito pouco sobre a superficie z =
F(z,y). Pode ser, por exemplo, que ela tenha uma montanha altissima
com pico no ponto (0.5,0.5), e um vale profundissimo em (1.5,0.5)...

A gente nao sabe qual é a fungao F(x,y) “de verdade”, e eu quero
ver se vocés conseguem algum desenho pras curvas de nivel da F(z,y)
que todo mundo ache que é uma aproximagao razoavel.

Ficou mais claro?
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Reparem, o Cirillo ja estava comecando a fazer curvas de nivel do
jeito dele aqui... e eu comentei que o método que eu usei pra fazer as
minhas foi um pouco diferente...

O meu objetivo era que todo mundo discutisse — Mas acho que eu
fiz algumas pessoas desanimarem com uns comentarios que eu fiz

Voces acham que entre os dois pontos em que F(x,y) = 6 tem um
segmento de reta em que F'(x,y) é constante = 67 Ou nao?

(Umas pessoas acharam que sim, outras que nao)

A figra da dica 2 é sobre isso... aqui a gente vai ter que DECIDIR o
que faz. Tentem fazer dos dois jeitos! Se vocés usarem a opgao de cima
na “dica 2”7 do slide 19 vocés vao ter um segmento de reta em que z = 6
no segmento todo, e se vocés usarem a opcao de baixo os dois ‘6’s vao
virar picos separados...
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Uma figura do livro do Thomas

Nos préximos exercicios vocés vao tentar refazer vocés mesmos a
figura do slide 27, que eu roubei do livro “Calculus - 11th ed.”; do
Thomas/Weir/Hass/Giordano...

...mas voceés vao usar esta fungao aqui:

G(r,y) = 2527y

F(z,y) = G(x,y)/5 quando G(z,y) > 0,
S 0 quando G(z,y) <0

...e esta superficies:

S o= {(
S = {(z,y,2) €R
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O diagrama de numerozinhos dela é:

0.0 0.0 0.00.00.00.00.00.00.00.00.0
0.00.00.01.01.61.81.61.00.00.00.0
0.00.01.42.43.03.23.02.41.40.00.0

0.01.02.43.44.04.24.03.42.41.00.0

0.01.6 3.04.04.6 4.84.64.03.01.60.0

0.01.83.24.24.85.04.84.23.21.80.0

0.01.6 3.04.04.6 4.84.64.03.01.60.0

0.01.02.43.44.04.24.03.42.41.00.0

0.00.01.42.43.03.23.02.41.40.00.0
0.00.00.01.01.61.81.61.00.00.00.0
0.0 0.0 0.00.00.00.00.00.00.00.00.0

26 14:51
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~N

This tangent line

P(xq, yo. [(xg.
has slope f,(xy. yo)- (X0, Yor [ (X0, o))

This tangent line
has slope f,(xg, yo)-
The curve z = f(x, y)
in the plane x = x, The curve z = f(x, y)
in the plane y = y,

z= fx,y)

(Xg-Yg) X =Xq y

FIGURE 14.15 Figures 14.13 and 14.14 combined. The tangent
lines at the point (xo, o, f(xo0, y0)) determine a plane that, in this
picture at least, appears to be tangent to the surface.
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Exercicio 10.
Aqui vamos usar estas defini¢oes:
r1 = x9 + Az,

Y1 = yo + Ay,
20 = F@ano),
21 = F(Il,yl),

Az =21 — 2,

mas em cada item os valores de g, yo, Az, Ay vao ser diferentes.

a) Sejam xg = 1,yp = 2, Az = — |, Ay = 1.

Visualize as seguintes coisas:

(LU(), Yo, O)7 ("L‘h Yo, ZO)7 (QT(), Y1, 0)7 (171, Y1, 0)7

(1:07 Yo, ZO); (123'1, Y1, Zl)a (an Y1, ZO)v (zlv Yo, 20)7 (xlv Y1, ZO)a

(0, Yo, 20) + (Az, Ay, AZ;,
e

( )+

D —
Zo, Yo, 20 (Al‘707%AJ;)) (%790,20) + (07Ay7%Ay)
Y
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Dica: algumas pessoas vao querer fazer desenhos em perspectiva, e
outras vao querer calcular tudo numericamente... tudo isso é opcional.
Se vocé conseguir visualizar todos esses objetos s6 olhando pro diagrama
de numerozinhos e visualizando a que distancia da tela cada um deles
estd ja ta bom.

Exercicio 10 (cont.)

Visualize as seguintes retas parametrizadas:

b) {(5507340,20) + t(A%,O, %Al.) | te R}v
0z
c) { (o, %0, 20) +1(0, Ay, a—yAy) [teR},
) { (w0, %0, 20) + t(Axz, Ay, %Aﬂ? + %Ay) |t eRY,
)+

{
e) {($0;y0, 20 t(AJZ,Ay,AZ; | le ]R}u

[oW
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Exercicio 10 (cont.)

Visualize as seguinte curvas parametrizadas:

) { (o, o +t, F(zo,y0 + 1)) [t € R},

g) { (zo,y0 +t, F(zo,y0+1)) |t €R},

h) { (l’o + tAJZ,y() + tAy, F(CL’O + tAx, Yo + tAy)) | t e R}
i) { (zo + tAx, yo, F(xo + tAx,yo)) | t € R},

i) { (o, yo + tAy, F(xo,y0 +tAy)) |t e R},

Exercicio 11
Refaca tudo que vocé fez no 10, mas mudando o Az para 0.5.

Exercicio 12
Refaga tudo que vocé fez no 10 e no 11, mas agora com
Azx =0.5e Ay =0.5.
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Tipos (de novo)
(Adaptado as pressas de slides do semestre passado)

Dica: TUDO que nés estamos fazendo agora pode ser visualizado
e tipado. Vocé ja viu um pouco de tipos em C e em Fisica; em Fisica
os “tipos” sao parcialmente determinados pelas unidades — metros sao
distancia, segundos sdo tempo, metros/segundo é uma unidade de ve-
locidade, e assim por diante...

Aqui a gente pode pensar que xy e x1 sao posi¢des no eixo horizontal,
Yo € Y1 sdo posigdes no eixo vertical, Ax é uma distancia na horizontal,
Ay é uma distancia na vertical, % é uma inclinacao (qual? Do qué?),
e assim por diante.
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Exercicio 13

Veja se vocé consegue “tipar” (no sentido acima) cada subexpressao
de cada uma das contas que vocé fez no Exercicio 2. Dica: use chaves
sob as subexpressoes deste modo aqui,

b ? 7 5 , ?
N——— N——
2 o
~ . /
~~ ~~
? ?
N ! !
~~
?
N !
~~
?
~~

?

e escreva os seus tipos nos lugares em que eu pus as ‘7’s. Use Por-
tugués onde quiser e improvise o quanto precisar.
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Depois do mini-teste

Na sexta, 19/mar¢o/2021, vocés fizeram um mini-teste que pedia
pra vocés desenharem cortes numa figura parecida com a do slide 27...
link:

http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C3-MT1.pdf

Agora vocés vao fazer algo bem parecido mas usando a superficie S’
do slide 25.
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Exercicio 14.
Desenhe a superficie S’ no mesmo angulo da figura do Thomas
do slide 27 e desenhe sobre ela:

a) S N{(r,y,2) eR3|z=2}

b) S'N{(z,y,2) eR* |z =3}
¢) S'N{(x,y,2) eR¥| 2=14}
d)S’ﬂ{(wy, 2)eER® |z =1}
e) S'N{(z,y,2) eR3|x=2}
f) SN {(z,y,2) eR® |z =3}

Exercicio 15.

Faga outras cépias do seu desenho da S’ e represente nessas copias
TODOS os pontos, retas, curvas e vetores que vocé obteve no exercicio
10 — mas agora use Az = —1. Aqui o nosso objetivo é aprender a
visualizar em 3D todas essas construgoes.
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