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Pra que a gente vai usar integrais e EDOs?
Pra ser bem honesto:

1. Pra passar em Calculo 2

2. Em umas poucas matérias depois

3. Em quase nada depois que a gente crescer

MAAAAAS pra aprender a integrar e resolver EDOs nds vamos
precisar aprender varias coisas que a gente vai usar zilhoes de vezes
depois do curso... e o que a gente vai comecgar a ver hoje, que é como
interpretar certos somatorios como areas e como visualizar essas areas,
vai ser incrivelmente util depois.
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Algumas figuras
Dé uma olhada nas notas de aula da Cristiane Hernandez, linkadas
na pagina do curso... ela usa varias figuras como essa aqui:
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Algumas areas faceis de calcular

Por enquanto a gente sabe calcular a area de algumas figuras simples:
retangulos, tridngulos, trapézios, e figuras formadas por varios
retangulos, tridngulos e trapézios.

Algumas pessoas viram no Ensino Médio um método de calcular
a area de qualquer poligono. Vamos rever isto agora.

Assista os primeiros 10 minutos deste video do Mathologer:
http://www.youtube.com/watch?v=0KjG8Pg6LGk

Algumas idéias dele vao ser muito importantes pra gente depois.
Por exemplo, que areas podem ser calculadas de varios jeitos,
e que alguns pedacos devem ser contados “negativamente”.

Na verdade ndés vamos usar principalmente retangulos e
trapézios...
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Areas de trapézios
O truque pra calcular a area de um trapézio é transforma-lo
num retangulo com a mesma area que ele por cortar-e-colar. Veja:

I
. F(A)+f(6)
2
hy+hy
2

2021-1-C2-somas-1


http://angg.twu.net/2021.1-C2.html

Nossa funcao preferida

Seja f(z) =4 — (z —2)%

Isto é uma parabola com a concavidade pra baixo.
Verifique que:

f(0)=4-4=0,

f)=4—-1=3,

fB)=4-1=3,

f4)y=4—-4=0.

Além disso f'(z) = —2(x —2), f'(1) =2, f'(3) = -2, ¢
a reta tangente a curva y = f(x) em x = 1 tem coef. angular 2, e
a reta tangente a curva y = f(x) em x = 3 tem coef. angular -2.

Exercicio 1: use estas informagoes para tracar o grafico de f(x)
entre x =0e x =4.
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Dois jeitos de visualizar (z, f(z))

Jeito burro:

Em x = 2.5 temos

f(25) =4—(25—-2)2=4—-0.52=4—-0.25=3.75.
Encontre o ponto y = 3.75 no eixo y.

Desenhe o ponto (2.5, 3.75).

Jeito esperto/répido:

Encontre no eixo z o ponto x = 2.5.
Suba esse ponto pra curva y = f(z) —
vocé encontrou o ponto (2.5, f(2.5))!
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Mais exercicios

Exercicio 2. Desenhe o grafico da nossa funcao preferida

(obs: sempre no intervalo entre z = 0 e x = 4!)

e desenhe sobre ele o retdngulo “cuja area ¢ £(0.5) - (1.5 — 0.5)”.
Truque: isto é altura - base, e a base vai de z = 0.5 a x = 1.5.

Exercicio 3. Desenhe em outro grafico
a nossa funcao preferida e sobre ela os retangulos da soma abaixo:
£(0.5)-(1.5—0.5)+ f(1.5)- (2—=1.5)+ f(2)- (3—2) + f(3.5)(3.5 = 3)
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Particoes
Informalmente uma partigdo de um intervalo [a, b] é um modo de
decompor [a, b] em intervalos menores consecutivos. Por exemplo,

2,7 =1[2,3.5|U[3.5,4] U [4,6] U [6,7]

A defini¢do “certa” é mais complicada... vamos vé-la daqui a pouco.
Caso geral:

[a,b] = [al,bl] U [ag,bg] Uu...u [CLN, bN],

onde:

N é o nimero de intervalos,

a=ay, b= by, (“extremidades”)

a; < b; para todo ¢ em que isto faz sentido (i =1,...,N)
b; = a;y1 para todo i e.q.i.f.s.; neste caso, i =1,..., N — 1
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Partigoes (2)
Um jeito pratico de definir uma particdo é usando uma tabela.
Por exemplo, esta tabela

1 a; bz
1 2 35
2 35 4
3 4 6
4 6 7

corresponde a partigao de [2,7] do slide anterior.
Exercicio 4. Converta esta “particao”

[4,12] = [4,5] U [5,6] U [6,9] U[9,10] U [10,12]
numa tabela. Neste caso quem sdo a, b e N7
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Particoes (3)

A definicao certa de particao é a seguinte.

Digamos que P seja um subconjunto ndo-vazio e finito de R,
e que o menor elemento de P seja a e o maior seja b.

Entdao P é uma particao do intervalo [a, b].

Exemplo: a partigio P = {2,3.5,4,6,7} corresponde a:
2,7 =1[2,3.5|U[3.5,4] U [4,6] U[6,7]

Pra fazer a traducao ponha os elementos de P em ordem e chame-os
de by, ..., by; defina cada a; como sendo b;_; — por exemplo, a; = by —
e encontre a, b, e N.

Exercicio 5. Converta a particio P = {2.5,3,4,6,10} para o for-
mato tabela e para o formato [a,b] = [a1,01] U ... U [an, by].
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Particoes definem muitas coisas implicitamente

Quando dizemos algo como “Seja P a partigao {2.5,4,6}” estamos
criando um contexto no qual ha uma particdo “default” definida... e
neste contexto vamos ter valores definidos para N, a, b, e para cada a;
e b;. Por exemplo...

Seja P a parti¢ao {2.5,4,6}. Entao
S ) (b —a) = S (b)) - (b~ )

= f(b1) - (by —a1) + f(ba) - (b2 — az)
= f(4)-(4—25)+ f(6)-(6—4)
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Note que a expressao Zf:a expr quer dizer “some varias copias da
expressao expr, a primeira com ¢ substituido por a, a segunda com ¢
substituido por a + 1, etc etc, até a copia com ¢ substituido por b”...

Se voceé tiver dificuldade pra interpretar alguma expressao com so-
matorios vocé pode calcula-la beeem passo a passo usando a operagao
‘[:=]” da aula passada. Por exemplo:

S fO) (b —ai) = (f(bs) - (b — a;))]i = 4]
+ (f(bi) - (b — a;))[i := 5]
+ (f (i) - (b — aq))[i == 6]
+ (f(bi) - (b — a;))[i :== 7]
= [f(by) - (bs — ay)
+ f(bs) - (b5 — as)
+ f(be) - (bs — as)
+  f(br) - (br — ar)
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Alguns exercicios de visualizar somas de retangulos...

Exercicio 6. Seja f a nossa funcao preferida e seja P a particao
{0.5,1,2,2.5}. Represente num gréfico s6 a curva y = f(x) e os retan-

gulos da soma SN | f(b;) - (b — a;).

Exercicio 7. Seja f a nossa funcao preferida e seja P a mesma
particdo que no exercicio anterior. Represente num grafico s6 — separado
do gréfico do exercicio anterior!!! —a curva y = f(z) e os retdngulos da

N
soma Y~y f(a;) - (b — a;).

Exercicio 8. Usando a mesma fun¢ao f e a mesma particao P dos

exercicios anteriores, represente num outro grafico a curva y = f(z) e

A N a;+b; ai+b; 7
os retangulos da soma ) .", f(*3*) - (b — a;). Repare que “5> é o
ponto médio do intervalo [a;, b;], e é facil encontrar pontos médios no
olhometro.
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Agora comparando com a Wikipedia

Exercicio 9. Dé uma olhada na péagina
https://pt.wikipedia.org/wiki/Soma_de Riemann

da Wikipedia. Vamos tentar entender alguns pedacos dela.

Seja P a “particao do intervalo [0, 3] em 6 subintervalos iguais”. Tem
um ponto em que a pagina da Wikipedia diz: “os pontos da particao
serdo...” — entenda as defini¢oes dela, descubra quem é Ax neste caso,
e escreva quais sao os pontos desta particao na linguagem da péagina da
Wikipedia e na linguagem que eu usei nos slides.

Expanda a formula da pagina da Wikipedia para a “soma média”
neste caso. Expanda também a nossa formula 32N | f (2tbe) . (b, —a;) e
compare as duas expansoes.

(Vamos ver o que sao “infimos” e “supremos” na aula que vem)
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Dicas pro exercicio 9
Eu pus um video com varias dicas pro exercicio 9 aqui:

http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C2-somas-1.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=Ht5iLKGlysM

Uma dica extra.. no Ensino Médio as vezes Convencem a gente de
que uma fracdo como 2 tem que ser simplificada pra , mas se a gente
tem que listar uma sequéncia de niimeros comecando em 0 em que cada
numero novo ¢ o anterior mais % eu acho bem melhor escrever essa

0123456doquecomo()1131%§

sequen(na Ccomo 1404242404 Y49 929 40 ) Qe
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Dicas pro exercicio 9 (2)

Além disso no exercicio 9 vocé vai ter alguns somatorios de ex-
pressoes como f (%32 (b; —a;) em que todos os ‘(b; —a;)’s ddo 0 mesmo
valor. Vocé pode reescrever todos esses ‘(b; — a;)’s como nimeros, mas
se vocé parar as suas expansoes e simplificagoes um passo antes e man-
tiver eles como (0.5 —0), (1 — 0.5), etc, ai vai ser facil interpretar cada

f(_ai;bi) - (b; — a;) como um retangulo.

Sobre o “jeito esperto”, leia isto aqui:
http://angg.twu.net/2021.1-C2/2021-jun-18-pergunta_sobre_jeito_esperto.pdf
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Trapézios

Tem dois modos diferentes da gente
interpretar geometricamente W(b —a):
1) como um retangulo de altura w, ou

2) como um trapézio com vértices

(a,0), (b,0), (b, f (b)), (a, f(a))
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Exercicio 10. Sejam f a nossa funcao preferida e P a particao

{0,1,2}. Desenhe num gréfico s6 a curva y = f(x) e os trapézios da
soma:

(Veja as figuras da “Regra Trapezoidal” na pagina da Wikipedia)
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