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Mini-revisao de séries de Taylor

Nos meus cursos de Calculo 2 eu costumo fazer uma introducao
rapida a Séries de Taylor pra convencer as pessoas de que a féormula
abaixo ¢ verdade...
i0

e"” =cost +isend (%)

Se f: R — R a Série de Taylor de f no ponto 0 é:

. £(k)
fy =3 W (4)

onde fO = f, f1 = f, f& = f", etc.
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Mini-revisao de séries de Taylor (2)
Sejam derivs e derivsy as seguintes operagoes:
derivs(f) = (£, f', /", f",... )

derivso(f) = (f(0), f'(0), f"(0), f(0),...)

Repare que derivs(f) retorna uma sequéncia infinita de fungoes e
derivsy(f) retorna uma sequéncia infinita de nimeros.
Um exemplo: se f(x) = az® + bz + ¢, entdo:

f(z) = az®+bx +c, f(0) = ¢
P) = 20w +b, 7o) = o
f"(z) = 2a, f(0) = 2a,
f”/($) — O, f/l/(o) _ O,

derivs(f) = (az® + bx + ¢, 2ax + b, 2a, 0,0,0,...)
derivso(f) = (¢, b,2a,0,0,0,...)
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Mini-revisao de séries de Taylor (3)
...e neste caso os termos do somatorio sao todos zero
a partir de k = 3:

flx) =

f// 2 f///o

= c—i—bx—i—am —|—0—|—...

E neste caso a igualdade da férmula (xx) é verdade.
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Mini-revisao de séries de Taylor (4)

Exercicio 1 (pra vocé se convencer de que a férmula (%) vale sem-
pre que a fungao f for um polindémio).

Seja f(z) = agx* + azz® + ax® + ayzt + apa®.

a) Calcule derivs(f).

b) Calcule derivsy(f).

;. 00 f(k>(0) k .

c¢) Expanda o somatério )~ “——2" e verifique que neste caso a

igualdade (*x) é verdade (como no slide anterior).

Exercicio 2.
Para cada uma das ‘ f’s abaixo calcule derivs(f) e derivsy(f).

a) f(r) = e

b) f(z) =senx
¢) f(z) =cosx
d) f(x) = cos2x
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Mini-revisao de séries de Taylor (5)

No caso geral — em que a f nao é polinomial — a expansao do so-
matorio na férmula (xx) d4 uma soma com infinitos termos nao-zero...
e isto as vezes é formalizado desta forma:

X . ~ N ) (0 -
A medida que o N cresce a expressao ) , fk—,()xk — a série de

Taylor de f em x = 0 truncada até grau N — vira um polinémio com
mais termos, e cada polinémio novo com mais termos que o anterior é
uma aproximacgao melhor para a funcao f.

A série de Taylor truncada até grau N as vezes vai ser chamada de
aproximacao de grau /N ou de polinomio de Taylor de grau N.
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Mini-revisao de séries de Taylor (6)

Os detalhes sao bem complicados — vocé vai ver todas as contas hor-
riveis que demonstram as estimativas de erro numa matéria do Fabio
— mas deve dar pra entender a idéia geral a partir dos desenhos e ani-
macoes das paginas da Wikipedia.

Dé uma olhada em:

https://pt.wikipedia.org/wiki/S%C3%A9rie_de_Taylor

https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series

https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series#Approximation_
error_and_convergence

https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor’%27s_theorem

principalmente nas figuras que comparam aproximacoes de grau 1,
2, 3, etc. As paginas da Wikipedia em portugués tém menos figuras que
as em inglés, entao eu pus os links pras paginas em inglés também.
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Exercicio 3.
Escreva como polinémios:

(k)
Zf x para f(z) =e”

9

b) Z f(k)(())xk para f(z) = cosx

k!
k=0

©

KH

—~
>

~
—~
)
~—

c) X 2* para f(r) = cos 2z
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Exercicio 4.

Em cada um dos itens abaixo encontre os polinémios
9o() = Yo e,
( )= Zk 0 f(k)u(o) kv
nlo) = S, L0,

e represente graficamente as fungoes go(x), g1(x), go(2)
num grafico s6. Use os truques da aula passadal

a) f(x) = e"
b) f(z) = cosx
¢) f(z) = cos2x
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A série de Taylor no ponto «a

Compare as duas igualdades abaixo:

= j00)
o = 3150,
£ (g
fo—a) = Dy

A segunda é mais geral que a primeira: se fizermos a substituicao
a := 0 na segunda obtemos a primeira. A segunda é a série de Taylor
“geral” — lembre que no slide 2 eu s6 defini a “série de Taylor no
ponto 0”... A primeira é chamada de “série de Maclaurin”. Eu as vezes
confundo os dois nomes e acho que acabei gravando o video com os
nomes trocados. =(

2021-1-C3-taylor 2021jul07 15:29


http://angg.twu.net/2021.1-C3.html

11

Ponto base

As contas com a série de Taylor “no ponto a” parecem dificeis prin-
cipalmente porque a maioria das pessoas esta tao acostumada a fazer
expansoes como estas

10(x —a) = 10x — 10a
(r—a)® = 22 —2ax+a?

que elas fazem elas no automatico — e essas expansoes vao deixar as
contas MUITO piores. A gente vai ter que se acostumar a nao fazer
isso... quando o nosso “ponto base” for o ponto a a gente vai ter que
tratar (x — a) como algo mais “simples” que x, e em algumas situacoes
quando aparecer um x sozinho vai ser até melhor troca-lo por (z—a)+a.
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Polinémios em (z — a)

Um polinémio de grau N em x é uma soma da forma:

N
E kaL‘k
k=0

e um polinémio de grau N em (z — a) é uma soma da forma:

onde os ‘by’s e ‘cp’s sao expressoes que nao dependem de .
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Exercicio 5.

a) Converta (2 + 10)? + 3z + 4 para um polinémio em z.

b) Converta 2% para um polinémio em (z — 10).

c¢) Converta (x + 10)? + 3z + 4 para um polindémio em (z — 10).

Dica 1: quem sao N,bg,...,by,co,...,cN?

Dica 2: vocé pode terminar cada resposta sua com um passo
como este aqui:

3
42(x — 5)* +200(z — 5)> + 99(z — 5)° = Y cp(zx —5)"
k=0

SGNZS,03:42,02:20070120700:99.



Desenhos
Desanimados
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Quando eu era crianca todos os meus amigos
adoravam Speed Racer:
http://www.youtube.com/watch?v=suCmlw_KTiY

eu detestava — eu achava que a animagao era péssima.

Anos depois um amigo meu inventou um termo genial
pra esse tipo de desenho com poucos frames por segundo:
desenhos desanimados.

Nos préximos exercicios nos vamos fazer desenhos ainda
mais desanimados que os episddios do Speed Racer

pra entender como é que as retas tangentes e as
melhores aproximagoes por parabolas variam.
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Exercicio 6

Seja P(t) : R — R? uma trajetéria.

(Vamos usar trajetérias diferentes em itens diferentes).
Seja:

Q(A) = zn: (At)kp(k) (to)

k=0
Vamos usar ‘typ’s e ‘n’s diferentes em itens diferentes.
Assista este video:
http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C3-taylor.mp4

Ele explica um truque pra desenhar parabolas que vai ser
util nos itens em que n for 2.

Dica importante: da pra fazer os desenhos do exercicio 6
sem contas se vocés souberem P(ty), P'(ty), P"(to)...
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Dois jeitos de desenhar parabolas
Assista o video:

http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C3-taylor-pa.mp4

Se R < A4t 423
ENTAO Temos Dois T¢|TeS

RAPIDos PRA DeseNHAR
UMA  APRoximALAe PRA
TRATECTER 1A D¢ R(t) -

QUE € Uma FARAISOLA
PARAMETR12424 . .
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Exercicio 6 (cont.)

Nos préximos itens considere que P(t) = (cost,sent) e n = 1.

a) Seja top = 0. Desenhe { Q(At) | At € R}.
b) Seja tg = 5. Desenhe { Q(At) | At € R}.
c) Seja ty = m. Desenhe { Q(At) | At € R}.

Nos préximos itens considere que P(t) = (cost,sent) e n = 0.

a’) Seja tg = 0. Desenhe { Q(At) | At € R }.
b’) Seja ty = 5. Desenhe { Q(At) | At € R }.
¢’) Seja tg = m. Desenhe { Q(At) | At € R}.

Nos préximos itens considere que P(t) = (cost,sent) e n = 2.

a”) Seja tp = 0. Desenhe { Q(At) | At € R}.
b”) Seja ty = 7. Desenhe { Q(At) | At € R }.
c”) Seja tg = m. Desenhe { Q(At) | At e R}.
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Exercicio 6 (cont.)

Nos préximos itens considere que P(t) = (cost,t) e n = 1.

d) Seja top = 0. Desenhe { Q(At) | At € R}.
e) Seja tg = 5. Desenhe { Q(At) | At € R}.
f) Seja to = m. Desenhe { Q(At) | At € R}.

Nos préximos itens considere que P(t) = (cost,t) e n = 0.

d’) Seja tg = 0. Desenhe { Q(At) | At e R}.
e’) Seja tg = 5. Desenhe { Q(At) | At e R}.
') Seja tg = m. Desenhe { Q(At) | At € R}.

Nos préximos itens considere que P(t) = (cost,t) e n = 2.

d”) Seja tyg = 0. Desenhe { Q(At) | At € R}.
e”) Seja ty = 7. Desenhe { Q(At) | At € R}.
f”) Seja ty = m. Desenhe { Q(At) | At € R}.
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Exercicio 6 (cont.)

Nos préximos itens considere que P(t) = (cos2t,sent) e n = 1.

g) Seja ty = 0. Desenhe { Q(At) | At € R}.
h) Seja tg = 5. Desenhe { Q(At) | At € R}.
i) Seja tg = . Desenhe { Q(At) | At € R}.

Nos préximos itens considere que P(t) = (cos2t,sent) e n = 0.

g’) Seja to = 0. Desenhe { Q(At) | At € R }.
h’) Seja ty = 5. Desenhe { Q(At) | At € R }.
i’) Seja tg = m. Desenhe { Q(At) | At € R }.

Nos préximos itens considere que P(t) = (cos2t,sent) e n = 2.

g”) Seja ty = 0. Desenhe { Q(At) | At e R }.
h”) Seja ty = 7. Desenhe { Q(At) | At e R }.
i”) Seja tg = . Desenhe { Q(At) | At € R }.
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Exercicio 6 (cont.)

Nos préximos itens considere que P(t) = (0,3) + tm en=2.
j) Seja tg = 0. Desenhe { Q(At) | At € R }.
k) Seja ty = 1. Desenhe { Q(At) | At € R}.
i) Seja tg = 2. Desenhe { Q(At) | At € R}.

Nos préximos itens considere que P(t) = (¢,t%) e n = 2.
m) Seja top = 0. Desenhe { Q(At) | At € R}.
n) Seja tg = 1. Desenhe { Q(At) | At € R}.
0) Seja to = 2. Desenhe { Q(At) | At € R}.
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