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Introducao

Digamos que f : [a,b] = R é uma funcio integravel.
Digamos que ¢ € [a, b].

Digamos que a fungdo F : [a,b] — R é definida por:

Fit) = /T:tf(m) dx.

O TFC1 tem duas versoes.
A versdo mais simples diz o seguinte:
se a fungdo f é continua entdo para todo ¢ € (a,b) vale:

F(t) = f(t). (%)

A versdo mais complicada do TFC1, que vamos ver
depois, ndo supoe que a funcdo f é continua.

Nés vamos ver um argumento visual que mostra que
a igualdade () é verdade. Esse argumento visual é
quase uma demonstragdo formal, num sentido que eu
vou explicar depois.
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Introducgao (2)
Digamos que f : [a,b] — R é uma fung¢do continua.
Digamos que ¢ € [a, b].
Digamos que a fungdo F : [a,b] — R é definida por:

Fit) = /T:tf(m) dx.

Entao:
) = tim 0 FO
e—0 z—t+s€ —
g deme J@)dr— [ (@) da
- e—0 o—tie £
S @
=0 £
. 1 r=t+e
L HRRCL
0
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Introdugao (3)

Digamos que f : [a,b] — R é uma funcao continua.
Digamos que ¢ € [a, b].

Digamos que a funcao F': [a,b] — R é definida por:

F(t) - / : (@) de.

O nosso argumento visual vai mostrar que:
1 r=t+e

lim — flz)dx = f(t).

e—0 & o=t
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Primeiro exemplo:
f(z) é a nossa pardbola
preferida, e t = 1.

Primeira figura: ¢ = 2.
Segunda figura: € = 1.
Terceira figura: € = 1/2.

A esquerda: ff;tJre f(z)dz.
A direita: 1 ff;”s f(z)dz.

Repare que a area em
laranja a esquerda sempre
tem base € e a area em
laranja a direita sempre

tem basee-%zl.
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1 r=1+¢e
g/ f(z)dx quando e =1/8:
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1 r=1+¢e
g/ f(z)dx quando € = 1/16:
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1 r=1+¢e
g/ f(z)dx quando e =1/32:
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1 r=1+¢e
g/ f(z)dx quando e = 1/64:
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Agora com ¢ negativo!...

f(z) é a nossa pardbola
preferida, e t = 1.

Primeira figura: ¢ = —1.
Segunda figura: e = —1/2.
Terceira figura: ¢ = —1/4.
A esquerda: [*27F f(x) da.

r=t

A direita: 2 [757F f(2) da.

x=t
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1 r=1+¢e
g/ f(z)dx quando e = —1:
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1 r=1+¢e
g/ f(z)dx quando e = —1/2:
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1 r=1+¢e
g/ f(z)dx quando e = —1/4:
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quando € = —1/8:
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1 r=1+¢e
g/ f(z)dx quando € = —1/16:

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34

19


http://angg.twu.net/2021.2-C2.html

1 r=1+¢e
g/ f(z)dx quando e = —1/32:
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1 r=1+¢e
g/ f(z)dx quando ¢ = —1/64:
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Exercicio 1.
Seja f(x) a fungao a direita.
Seja t = 2.

a) Desenhe L ["77° () dx
para € = 2, 5—1 5—1/2

b) Desenhe % f o HE

paras——Z 5——1 6——1/2.

Dica: comece entendendo as
areas em laranja a direita!

¢) Quanto vocé acha que da
lim, o L [757° f(2) da?

r=t
d) Quanto vocé acha que da

lim,_,o- 1 ;::JFE f(z)dx?

A
7
s
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Exercicio 2.
Seja f(x) a fungao a direita.
Seja t = 2.

a) Desenhe L ["77° () dx
para € = 2, 5—1 5—1/2

b) Desenhe % f o Hs

paras——Z 5——1 6——1/2.

Dica: comece entendendo as
areas em laranja a direita!

¢) Quanto vocé acha que da
lim, o L [757° f(2) da?

r=t
d) Quanto vocé acha que da

lim, - ;ZHE f(z)dx?

=

23
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Descontinuidades

Digamos que f : [a,b] — R é uma fun¢io qualquer.
Vamos definir o conjunto dos pontos de descontinuidade da f,
ou, pra abreviar, o “conjunto das descontinuidades da f”, assim:

desc(f) = {x€la,b]]|f ¢ descontinua em x }

A expressao “f tem um ntimero finito de pontos de descontinuidade”,
que eu vou abreviar pra “f tem finitas descontinuidades” apesar

. ) tueuds. vai izor:
disso soar bem estranho em portugués, vai querer dizer

desc(f) é um conjunto finito

O conjunto vazio é finito, entdo toda f continua “tem finitas
descontinuidades”. Essa fun¢io aqui tem finitas descontinuidades:

.

.

A fungdo de Dirichlet, que nds vimos aqui,

http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-somas-2.pdf#page=46
tem infinitas descontinuidades.
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A versao complicada do TFC1
Vou dizer que uma fungao f : [a,b] — R é “boa”
quando ela é integravel e tem finitas descontinuidades.

(O termo “funcado boa” é péssimo de proposito —
é pra deixar 6bvio que essa é uma definicdo temporaria,
que vai valer s durante poucos slides...)

Vou dizer que uma funcdo G : [a,b] — R obedece

G'(z) = f(z)

quando G for continua em [a, b] e G obedecer isto aqui:

vz € ((a,b) \ desc(f)). G'(x) = f(x)

ou seja, neste caso “G'(z) = f(z)” é uma abreviagao
pra algo complicado.
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A versao complicada do TFC1 (2)
Antes de prosseguir vamos fazer um exercicio.

Exercicio 3.
Seja:

a) Qual é o dominio da f? (Ele estd “implicito no grafico”..)
b) Encontre uma fungdo G que obedece G'(z) = f(z) e G(0) =
¢) Encontre uma fungao H que obedece H'(x) = f(z) e H(0) =
d) Faca o grafico da fungao M(z) = H(x) — G(x).

e) Encontre uma fungdo K que obedece K'(z) = f(z) e K(4) =
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A versao complicada do TFC1 (3)

Digamos que f : [a,b] — R ¢é “boa”.
Digamos que ¢ € [a,b] e que G'(z) = f(z).
Digamos que

Fla) = /: F()dt.

Entao F e G “diferem por uma constante”,
como as fungoes G, H e K do exercicio 3.
Isso é o “TFC1 na versao complicada”.

Eu ndo vou demonstra-lo.  =(

Seja k essa constante. Temos:

Va € [a,b]. G(z) = F(z) + k.

Isso tem um monte de consequéncias bacanas.
Por exemplo: F(c) =0, G(c) =k, e,
se a, 3 € [a,b],

SO pwdt = [0 fyde— [0 f () dt
= F(3) - F(a)
= (G(B) — k)~ (Gla) — k)
= G(f) - Gl(a).

Isso nos dd um método pra calcular integrais
da fungdo f. Se a, B € [a,b],
1) encontramos uma solugao G(z)
da EDO G'(z) = f(x),
2) usamos a férmula
t=,

8
fdt = G(B)-Gla).

t=a

Vocé viu no exercicio anterior que a EDO
G'(x) = f(z) tem infinitas solugodes...
Qualquer solugdo serve, e nao precisamos
calcular a constante k.

Esse método é o TFC2.
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O TFC2

Digamos que f : [a,b] - R é “boa”.
Digamos que a, § € [a,b] e que G'(z) = f(x).

Entao:

t=p
/t ftydt = G(B) - Gla).
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TF2: um exemplo

A nossa pardbola preferida é f(z) =4 — (v — 2)?,
ou seja, f(x) = 4x — x°.

Digamos que G(z) = 2% — “"3—3

Entao G'(z) = f(z), e o resultado desta

substituicao aqui vai dar uma igualdade verdadeira...

f(x) =4z — 2?

(/t;ﬂ fydte = GB) - G(a)) G(z) ﬁ: Exj e

a:=0
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TF2: um exemplo (2)

Temos:
t=h f(l’) =4 — (21-,‘23)2
(/t ft)ydt = G(B)— G(&)> G(x) B:jx4 _
a:=0

C([ewa = (e ) ()
[imamgra - (o8- (o-3)

= (32-9) -0
— 96 _ 64

3 3
= 32

3
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