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Introducao
Seja () a EDO abaixo:

fll@) =20 (%)

Ela tem muitas solugdes. Por exemplo, f(z) = z?
e f(r) = 22 4+ 3 sdo duas solucoes diferentes dela.

Desenhando varias solugoes dela num grafico —

veja o préximo slide — dé pra entender como é o
conjunto de todas as solugoes dela: ele é um conjunto
de infinitas curvas disjuntas, que “cobrem o R? todo”,
no sentido de que cada ponto (x,y) € R? pertence a
exatamente uma dessas curvas (ou: “solugoes”).

Por exemplo, o ponto (2,5) pertence a solucio f(z) = 2% + 1.
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A “solucao geral” da EDO f'(z) = 2z ¢é f(z) = 2* + C;
para obter solugoes particulares substituimos esse C
por numeros. Por exemplo, a solucao de

fle)=2x,  f(2)=5

é f(r) =22 +1.
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Campos de diregoes
Vamos agora considerar esta outra EDO:
x

f(x) = ~y

Nos ainda nao sabemos quais sao as solugoes dela...
Mas existe um jeito simples de interpretar graficamente
o que ela quer dizer. Para cada ponto (z,y) € R? a
formula % = —g nos permite calcular o coeficiente

angular no ponto (x,y) da solugdo que passa pelo ponto (z,y).
Por exemplo:

(y)=(=22) (zy)=(-12) (2,9)=00.2) (zy)=(12) (2,9)=(2.2)
= #=1 = ¥=1/2 =W B3 -

(:E,y):(—Q,l) (:E,y):(—l,l) (:E,y):(o,l) ("Evy):(lvl) (l’,y)Z(Q,l)
= Loy = dv_q = W = du_q = o
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Veja as figuras daqui:
http://angg.twu.net/2020.2-C2/thomas_secoes_15.1_ate_15.3.pdf
Os graficos que usam tracinhos em certos pontos pra indicar
coeficientes angulares naqueles pontos sao graficos de

campos de diregoes.

Exercicio 1.

Represente graficamente os campos de dire¢oes abaixo desenhando
tracinhos com os coeficientes angulares adequados nos pontos com x,y €
{-2,-1,0,1,2}; ou seja, em cada item vocé vai ter que desenhar 25
tracinhos. Quando g—g = oo desenhe o tracinho na vertical.

a) #=-1 e) H=1/y
b) #=u f) #=2/y
c) %=2 g L=—y/x
d) %=-—z/y
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Exercicio 2.

Tente imaginar o resto de cada um dos 7 campos de diregoes que vocé
desenhou no exercicio 1. Para cada um dos campos tente imaginar as
curvas que vocé obteria se ligasse todos os tracinhos, e tente interpretar
essas curvas como o conjunto de solucoes da EDO que representamos
graficamente como o campo de diregoes. Neste exercicio vocé vai tentar
encontrar solugoes para EDOs no olhémetro a partir dos campos de
direcoes delas.

Para cada uma das fungbes abaixo diga quais das 7 EDOs do exer-
cicio 1 podem ter aquela fungao como solugao.

)
)
)
)

5

=3

ﬁ
=1/z
V1—a?

Ao

Y
)
Y
Y
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Na pagina seguinte temos o método geral para resolver EDOs
com varidveis separaveis. Vou chama-lo de [EDOVSG] pra
podermos discutir como obter casos particulares dele usando
a operacao ‘[:=]’, ao invés de termos que escrever coisas
como “substituindo f(z) por __ acima obtemos...”.

O método [EDOVSG]| usa algumas gambiarras — veja o
video pra explicagoes.
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[EDOVSG] =

i% _ f(ﬂ

dx

9(y)
9(y)dy = f(x)JX

Gléy)"cq FEO+Ca

G(y)+Cq=FI¥C2

G(y) = FEI+CanCa
b4 F(X)+C3

e = € IR
)

J
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Digamos que queremos resolver esta EDO:
dy x
e~y
Aparentemente da pra resolvé-la usando
[EDOVSG] [f (z) = _“7] ,
9(y) =y
mas também precisamos das primitivas F'(z) e G(y),
e da inversa G~1(y)... a substituigdo certa é:

flz):=—x

9(y) =y
[EDOVSG] | F(z):= -2

Gly) =%

G (2) =22
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. L X
dx Y
ydy = ~xdx
Judy = J-xox
" i
2 2
%—+C1 —52—+C2
2 2
22—-»(‘_1:—%*'(:2
’ . 2 K
...que da isto: _52_ s =X scy-cy
= ox?
T+C3
[79.9* - J5./_x%
2 Y 2 ( T+ Cs)
1" u
9 J'ZC3-X7'

"

JCy-x2

(As ultimas linhas tém passos extras.)
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Como testar uma solugao
Digamos que estamos tentando resolver a EDO

f(.flf) = —m, ou:
dy T
vy

e queremos ver se estas duas fungoes sao solucao dela:

fi(z) =22+ 3, fa(z) = V25 — 22
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Como testar uma solugao (2)
Basta fazer:

(=7 (95527 - (=55

(=) Pl =] (o )

f(x) (@) = 7= V25 — 22 V25 — 22
e ver se as igualdades da direita sao verdadeiras para todo x

no dominio de cada funcao — alids, nos pontos em que a funcao
é derivavel...

A funcio fi(z) = 22 estd definida em todo R e é derivavel
em R, e a fungdo fa(x) = V25 — 22 estd definida no intervalo
fechado [—5, 5] e é derivavel no intervalo aberto (—5,5).

Também da pra testar solucoes gerais, basta tratar os ‘C's
delas como constantes.
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Exercicio 3.
No exercicio 1g vocé desenhou o campo de diregoes desta EDO:

dy y

= == **
dx x ()

e pelo campo de direcoes vocé deve ter conseguido ter uma nogao

de quais s@o as solugoes dela... (dica: hipérboles!)

a) Resolva a EDO (xx) fazendo isto aqui:

flz)=—1/z

9(y) =1/y
[EDOVSG] | F(z) ="
Gy) ="

G y) =7

(Dica: preencha os ‘?’s corretamente)
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Exercicio 3.

b) Diga qual é a solucao geral.

c) Teste a sua solugao geral.

d) Obtenha a solugao que passa pelo ponto (2, 3).
e) Obtenha a solugdo que passa pelo ponto (2, —2).
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Funcoes inversas por chutar e testar
Digamos que

y = 3++x+4, istoé,
flx) = 3+Va+4,
e sejam:
9(y) = (y—3)°+4,
hy) = (y—4)?+3.
Eu acho dificil ver s6 fazendo contas de cabega se f~1(y) = g(y) ou

se f71(y) = h(y)... entdo é bom a gente saber testar se as inversas que
a gente obteve de cabeca estao certas. O teste é:

e =2 ) -
(f_l(f(l'>) — x) fx):=3+x+4

FHy):=(y—4)*+3
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Fungées inversas por chutar e testar (2)
O modo tradicional de obter inversas é por
uma série de passos, como:

flx) = 3+Va+4
y = 3+Vz+4
y—3 = Vr+4
(y—3)?2 = x+4
(y—=3°—-4 = =
(y=372—4 = [y

...mas ¢ importante a gente saber testar se
chegou na inversa certa.

2021-2-C2-edovs 2022jan27 13:2

16


http://angg.twu.net/2021.2-C2.html

17

Exercicio 4.
Obtenha inversas para as seguintes fungoes:

filz) = 2+3V52+6
falz) = 2+3v/5x+6
f3(x) = 2+ 3(4x +5)°
fi(x) = 2+ 3In(4z+5)
f5<5€) = 92 + 364x+5
folz) = VI3
fz(z) = Inzx

fs(x) = In—=z

fo(x) = x|

f10<£L') = In ’.%‘

Porque é que f; '(z) e fig' (z) ndo existem?
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Resolvendo “direto”
No segundo video sobre esta parte da matéria — este aqui:
http://angg.twu.net/eev-videos/2020-2-C2-edovs-2.mp4

eu comecel mostrando como resolver a EDO
dy x
dx y’
depois passei pro caso geral,

dy _ f(z)

de  g(y)’

e af defini o “método” [EDOVSG]... e nos exercicios
que vieram depois disso nés usamos o [EDOVSG]
e a operagao ‘[:=].
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Exercicio 5.
a) Tente resolver esta EDO “direto”,
como no inicio do video:

dy 1
de 2y

E pare quando vocé chegar neste ponto:
2 _
y =x+Cy
O passo seguinte, se seguirmos o método do video, é

y:i JI+C4
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Exercicio 5 (cont.)
Podemos considerar que temos duas solugoes gerais:

fl(x) = +\/l'+04, e
fg(l') = —\/33—|—C4.

b) Encontre o valor que Cy que faz com que fi(2) = 3.
¢) Encontre o valor que Cy que faz com que fy(4) = —5.
d) Encontre a solugao que passa pelo ponto (—3, —4).
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Duas férmulas. Sejam:

[EDOVSGI]

[EDOVSG2)]

dy _ f@)
dx 9(y)
gly)dy = f(z)dx
fg(‘zl/)dy = ff(Hx)dac
_ Gly) +Cy F(z) + Cy
T | cw+a = Fa)+6
Gly) = Fl(z)+Cy—C,
= F(z)+Cs
G”(ﬁ(y)) = GY(F(z) + Cy)
y
dy _ f@)
= da 9(y) )
y = G Y(F(z)+Cy)
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Lembre que eu expliquei nos videos que a medida que a
matéria dos Célculos avanca cada vez mais coisas passam
a ser implicitas ao invés de explicitas...

A linha de cima do [S2l] dizia “Se F'(u) = f(u) entao:"...

No [EDOVSGL1] e no [EDOVSG2] vai ficar implicito
que temos que ter F'(x) = f(z), G'(y) = g(y),

C3 = Cy — Oy, GTYG(y)), e todos os dominios
também sao omitidos...
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Exercicio 6.

a) Escreva o resultado da substituigao

fx) =2z
g(y) =y
[EDOVSG1] Gly) = ev
G (z):=Inzx
e escreva “= [E6]” a direita do seu resultado

pra indicar que nds vamos usar a expressao [E6]
pra nos referir a essa expressaozona.

b) Nessa substitui¢do nés nao obedecemos a condigao
G'(y) = g(y), e isso deve ter feito com que alguns dos
‘=’s na sua [E6] sejam falsos. Quais?
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Dica pro exercicio 6
O resultado da 6a deve ser algo desta forma:

dy _ fl@)
dx 9(y)
gly)dy = f(x)dx
Jo)dy = [ f(z)da
! ! fla) =2z
G+ Fla)+C gy) =y' | _
Gly)+C = Fl)+C Gl(y) = -
Gly) = F(z)+Cy—Cy G Y(z):=Inz
= F(z)+Cs
G (G(y) = G F(x)+Cs)
g
Outra dica...

Faga um retdngulo de papel com a [EDOVSGL], como este:
http://angg.twu.net/2021.1-C2/retangulo_de_papel. jpg
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Tipos de

3

:,S

Vamos numerar os ‘="s da [EDOVSGL]:

9(y) dy
Jay)dy

G(y) + 1
G(y) +Cy
G(y)

G7HG(y)

I
Y

~
=
=

o= e
Y
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