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Introducao

Infs e sups s@o um dos assuntos secundarios de
Célculo 2 que vao ser mais tteis para as matérias
seguintes. Infs e sups vao aparecer explicitamente
nas proximas matérias muito poucas vezes, mas
pra aprender infs e sups a gente vai ter que apren-
der as quatro coisas absurdamente tuteis abaixo.
Vamos ter que:

« aprender um certa linguagem formal pra de-
screver conjuntos — chamada de “set compre-
hensions” em inglés. Vou adaptar o material
daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/
material-para-GA.pdf#page=8

« aprender a visualizar certas operagoes — us-
ando “tipos” e os truques com bolinhas bran-
cas e pretas que nds comegamos a ver nas
paginas 11 até 20 deste PDF daqui:

http://angg.twu.net/LATEX/
2021-2-C2-somas-2.pdf

o aprender a lidar com contas que a primeira
vista exigiriam um numero infinito de oper-
agoes e portanto um numero infinito de pagi-
nas. Lembre que Célculo 2 nao é Céalculo 1 —
em Célculo 1 a gente aprende a fazer contas
que chegam direto na solugao, mas Célculo
2 é baseado em chutar e testar, e nesta parte
da matéria nds vamos usar o “chutar e tes-
tar” pra reconhecer padroes
gente fazer as contas pra infinitos casos um
de cada vez a gente vai comegar fazendo elas
pra, digamos, 5 casos, € ver se com esses H
casos a gente consegue entender visualmente
0 que as nossas contas “querem dizer”.

. af ao invés da

aprender a fazer argumentos informais, com
desenhos e explicades em portugués, que
todo mundo entenda. Releia este PDF aqui:

http://angg.twu.net/LATEX/
2021-2-C2-somas-2-4.pdf
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Set comprehensions

Quando eu dava Geometria Analitica e as aulas eram presenciais eu
comecgava 0 curso com uns exercicios de “set comprehensions” — os das
paginas 8 a 12 deste PDF:

http://angg.twu.net/LATEX/material-para-GA.pdf#page=8

Eu dividia a turma em grupos de 5 pessoas e dizia: “tentem entender
isso aqui a partir dos exemplos e das poucas explicagoes em portugueés.
Vocés provavelmente vao conseguir entender quase tudo sé discutindo
entre voceés, tentando fazer os exercicios — inclusive os que tém umas
pegadinhas dificeis — e comparando os resultados de vocés com os dos
colegas, mas qualquer coisa me chamem?... e eu ficava circulando pela
sala ajudando os grupos. Isso funcionava super bem, e geralmente em
uma aula s6 de duas horas quase todo mundo conseguia fazer os exer-
cicios.
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Set comprehensions (2)

Como 1) as turmas estao meio desanimadas, com pouca gente par-
ticipando das discussoes e 2) todo mundo jé fez Prog 1, eu vou usar um
método diferente. Eu vou complementar a parte de “set compreensions”
do “Material para GA” mostrando como traduzir as notagoes dele pra
um pseudocddigo bem parecido com C, e a gente vai seguir direto pros
exercicios com mais cara de Célculo 2 e de infs e sups.

Basicamente:

o cada “gerador” vira um for,

e cada “filtro” vira um if,

e a “expressao” que aparece depois do ponto e virgula na notagao
{...; ...} vira um printf,

e a tradugao pra pseudo-C fica bem mais facil se a gente primeiro
traduzir as duas notagoes {... | ...} pra notacao {... ; ... }.
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Set comprehensions: um exemplo de traducgao

a€{1,2,3,4}, a#3, be {56,7}; 10a+b
{ae{ }oa# { i )}

gerador filtro gerador expressao
Vira:

for(a=1; a<=4; at++) {
if (a!=3) {
for(b=5; b<=7; b++) {
printf ("%d\n", 10*a + b);
}
}
}
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Traduzindo ‘Y’ e ‘J’
Também da pra gente traduzir pra pseudo-C
expressoes com V' e ‘3. Elas viram fungoes:

for(ae A) {
if (—\P(a))
Va € A.P(a) ~ } return F;
return V;

for(be B) {
if Qb)) {
e B.QOD) ~ ) return V;

return F;
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Nos proximos exercicios nés vamos tentar entender

a sequéncia de defini¢bes abaixo como uma espécie de
programa em que cada linha calcula o valor de uma
variavel nova a partir das varidveis anteriores...

¢ = {0 fb)|be B},

D = {f(b)|be B},

D' = {deR|3IbeB.f(b)=4d},

L = {{eRU{—o0,+0} |Vde DL <d},
U = {ueRU{-00,+0}|Vde Dd<u}l,

L : RU{-oo,+x} — {V,F}
y (yeLeVle Ll<y)

—
U : RU{-o00,+x} — {V,F}
y — (yeUeVueUy<u)
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Essa sequéncia de defini¢bes supoe que f e B
sao conhecidas, e que f:R —>Re B C R.

No6s vamos comecgar com um monte de exercicios
nos quais f é a funcao que estavamos usando
no ultimo PDF — esta aqui,

r+3 quando z < 3,
9—2x quando 3 < x <8,

xr—7 quando 8 <z

e o conjunto B vai ser diferente em cada exercicio.
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Nos vamos usar algumas gambiarras pra representar
subconjuntos de R U {—00, 400} no eixo vertical...
Vamos representar o —oo e 0 +00 muito mais perto
do que onde eles deveriam estar e vamos desenhar
alguns subconjuntos um pouco a esquerda do eixo y:

T+OO
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Exercicio 1.
Sejam B = {7,8,9}, f a fungdo do slide 8, e:

¢ = {(fb)|beB},

D = {f(b)|beB}

D' = {deR|3beB.f(b)=d},

L = {{eRU{-o0,+x}|Vde Dl <d},
U = {ueRU{-o00,+00} |Vde D.d<u},

L : RU{-o0,+o0} — {V,F}
y = (yeLeVleLl<y)
U : RU{-o00,+0} — {V,F}
y = (yeUeVueUy<u)

a) Calcule C, D, D', L e U e represente-os graficamente.
b) Calcule L(0),L(1), L(2), L(3).

¢) Calcule U(0),U(1),U(2),U(3).

d) Represente graficamente L e U usando “infinitas”
bolinhas pretas e brancas pra cada um.

Dica: preste atenc¢ao no que é mintisculo e maitsculo e nas fontes...
L, ¢ e L sdo coisas completamente diferentes. Use uma prontncia
diferente pra cada um — por exemplo “élezao”, “élezinho” e “éle bold”.
Pronuncie R U {—o0, +00} como “R estendido”.
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Uma figura
Se B = [1,2] temos:

T-|—oo

ol—OO
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Exercicio 2.
Itens a, b, ¢, d: Faca a mesma coisa que vocé fez
no exercicio 1, mas agora com B = [7,9].

Agora os conjuntos B, C, D e D’ vao ser infinitos e isso
vai fazer alguns passos serem bem mais complicados.

e) A intersecao L N D é vazia? E a intersegao L NU?

Exercicio 3.
Itens a, b, ¢, d: Faca a mesma coisa que vocé fez
no exercicio 1, mas agora com B = (7,9).

e) A intersecao L N D é vazia? E a intersecao L NU?
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A definicao de sup e inf
Aqui:

L = {{eRU{—o0,+oo}|Vde DL <d},
U = {ueRU{—oc0,+o0} |Vde Dd<u}l,

L : RU{-o0,+0} — {V,F}

y — (yeLeVleLl<y)
U : RU{-o0,+x} — {V,F}
y — (yeUeVuelUy<u)
(e éoinfde D) <« L(a)
(Béoinfde D) < U(p)

Isto é verdade mas ¢é dificil de demonstrar:
a) VD C (RU{—00,400}). Il € (RU {—00,+00}). (o é 0 inf de D)
b) VD C (RU{—00,+00}). 318 € (RU{—00,+00}). (8 é o inf de D)

...e é por isso que ndés vamos poder tratar o sup e o inf como fungoes

que recebem como input qualquer subconjunto de R estendido
e retornam como output algum elemento de R estendido.
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Exercicio 4.
Seja D = R U {—o00, +00}.

a) Calcule L, U, L, U, inf(D) e sup(D) e represente-os graficamente.

b) E verdade que inf(D) € D?
c) E verdade que sup(D) € D?

Exercicio 5.
Seja D = (2,3) U (4,5).

a) Calcule L, U, L, U, inf(D) e sup(D) e represente-os graficamente.

b) E verdade que inf(D) € D?
¢) E verdade que sup(D) € D?

Exercicio 6.
Seja D = R.

a) Calcule L, U, L, U, inf(D) e sup(D) e represente-os graficamente.

b) E verdade que inf(D) € D?
c) E verdade que sup(D) € D?

Exercicio 7.
Seja D = 0.

a) Calcule L, U, L, U, inf(D) e sup(D) e represente-os graficamente.

b) E verdade que inf(D) € D?
¢) E verdade que sup(D) € D?
d) E verdade que inf(D) < sup(D)?
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Exercicio 8.

O slogan é “sups e infs dao as melhores aproximagoes
por retangulos por cima e por baixo”. Neste exercicio
e no proximo nés vamos entender o que isso quer dizer.

Sejam f a funcdo do slide 8, a =2, b =10, B = [a, }].

a) Desenhe num gréfico s6: f,a,b, B = [a,b],C, D = F(B)
inf(F([a,0])), min(f(a), f (b)), max(f(a), f(b)), sup(F([a,0])).
Obs: quando escrevemos “D = F(B)” na lista de itens

ao invés de “D, F(B)” isso quer dizer “é facil ver
que D e F(B) vao dar o mesmo resultado”.

Obs 2: a defini¢ao de F(B) estd aqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-2.pdf#page=5
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Exercicio 9.
O proximo slogan importante é este (duplo!):

“o retdngulo sup(F'([a,b])) - (b — a) é o retdngulo
mais baixo que esta todo acima do grafico da f,
e o retangulo inf(F([a,b])) - (b — a) é o retdngulo
mais alto que esta todo abaixo do grafico da f.”

Sejam f a funcao do slide 8, a = 2, b = 10.

a) Desenhe num grafico s6: f,

sup(F'([a,0])) - (b — a),
inf(F([a,b])) - (b— a).

Isto é parecido com o que vocé fez no MT1:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-MT1.pdf#page=5
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Exercicio 9 (cont.)

b) Interprete visualmente esta expressao:
Vo € [a,b]. f(x) < sup(F([a, b))
Dica: vocé vai precisar de infinitos passos como este aqui:

Compare a altura dos pontos (2.34, f(2.34)) e
(2.34,sup(F'([a,b]))). Se o ponto (2.34, f(2.34))
estiver abaixo do ponto (2.34,sup(F([a,b])))

entdo f(2.34) < sup(F([a,b])) é verdade e
desenhamos uma bolinha preta em x = 2.34; senao
desenhamos uma bolinha branca em x = 2.34.
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Exercicio 9 (cont.)

Agora verifique — visualmente! —
se cada uma das expressoes abaixo é
verdadeira ou falsa:
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Exercicio 10.

Agora que vocé entendeu visualmente o que
sup(F([a,b])) e inf(F([a,b])) querem dizer
faga duas cépias a mao do desenho abaixo, e...

i

J
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Exercicio 10 (cont.)

a) desenhe sobre a primeira delas

sup(F([zo, 21])) - (21 — o) + sup(F([21, x2])) - (22 — 1),
b) desenhe sobre a segunda delas

inf(F ([zo, x1])) - (21 — xo) + Inf(F([z1, 22])) - (2 — x1).
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