Calculo 2 - 2022.1

P2 (Segunda prova)

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2022.1-C2.html


http://angg.twu.net/2022.1-C2.html

Questao 1

(Total: 2.5 pts)
Isto é um exemplo de substituicdo trigonométrica:

/.&mm ds 2 /(senﬁ)i\/mmcosﬁdﬁ
/(sen 9)“\/leJ cos 6 df

= /(scn 0)*(cos 0)' cos 0 df

= /(sen 0)*(cos 0) do

Alguns livros justificam essa mudanga de variavel dizendo s6 algo

como: “seja s = sen; entdao ds = cos 6 df”.

Note que a gente ndo chega a resolver a integral — a gente s6 trans-
. .. 10 .

forma a integral original, f s*y/1— 2" ds, em algo que é um pouco

mais facil de integrar.

Justifique a igualdade ‘2’ usando o [MV,)].

Férmulas:

o=b u=g(®)
MV = ( [ et gy /:() ./”(U)dU>

(16 = r1at) - 5'0))

RC]
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Questao 2

(Total: 3.5 pts)
Todos os métodos pra resolver EDOs que eu conhego direito

podem ser expressos usando o ;=] Por exemplo, digamos
que a nossa EDO é:
xT
fl@)=—~

Se traduzirmos a (x) pra notacdo antiga — a que eu chamo
de “notacdo de fisicos” (sempre entre aspas!) no curso de
Cilculo 3 — ela vira:

dy @
dr vy’

Uma EDO com varidveis separdveis (obs: vou abreviar
isso pra “EDOVS”; obs 2: eu nunca vi ninguém mais
usando essa abreviagdo) é uma em que “ (df pode ser ex-
presso na forma }((I; com g(z) dependendo s6 de z e h(y)
dependendo s6 de y”. Pra pegar um exemplo concreto,
vamos definir g(z) como —2z e h(y) como 2y; al temos
dy == Z((:; O método pra encontrar solugoes
de uma EDOVSb pode ser resumido na “demonstragao” a
direita. Os passos desse método que ficam implicitos sao:
1) escolha uma primitiva G(x) para g(z); 2) escolha uma
primitiva H(y) para h(y); 3) escolha as constantes C e Co;
4) defina C3 como Cy — Cy; 4) escolha uma inversa H~'(z)
para a fungio H(y) - ela tem que obedecer H~!(H(z)) = .

a) (1.0 pts) Qual é o resultado da substitui¢do ? Dica: ele
deve terminar com algo como y = —v/25 — 22,
b) (1.0 pts) Verifique que a fungao flz) = —V25—a? ¢

uma solugdo para a EDO @ = 75.

¢) (1.0 pts) Verifique que essa solugao passa pelos pontos
(0,-5), (3,—4) ¢ (4,-3).
d) (0.5 pts) Verifique que se estivermos trabalhando s6
com niimeros reais entao f(10) ndo estd definida — ou seja,
o dominio dessa solu¢do nao é o R todo.

g(x)
h(y)
= gla)de

- / o) de
’ I

Gr) + Cy
G(a)+C— Cy
G(a)+ Cy
H4(Gla) + Cy)

EDOVSG] =
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Questao 3.

(Total: 1.0 pts)

Desenhe os campos de diregbes para as EDOs
abaixo. Mais precisamente: para cada um dos 25
pontos com z,y € {—2,—1,0,1,2} calcule o valor
de % naquele ponto, interprete esse valor como um
coeficiente angular, e faga um tracinho com esse
coeficiente angular centrado naquele ponto (z,y).

a) (0.5 pts) Faca isso para a EDO

dy 1
de — z’
b) (0.5 pts) Faga isso para a EDO
dy _x+y
dr 2
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Questao 4

(Total: 3.0 pts)
EDOs parecidas com essa aqui

f'(@) +7f(x) + 10f(x) = (%)

vao ser incrivelmente importantes nos cursos de Fisica.
Algumas delas descrevem “oscilagoes amortecidas”,
como esta figura:

A maioria dos livros “normais” de EDOs ensinam um
modo de resolver a (*) que eu acho muito drido. Nesta
questao vocé vai ver um método pra resolver EDOs desse
tipo que eu acho bem mais legal, e que eu aprendi num
curso de Algebra Linear. Nesse método a gente trata
fungoes como vetores (de dimentao infinita) e a derivada
como uma transformagcao linear (uma “matriz de dimen-
sao infinita”). Quando eu precisar enfatizar que estou
“em Algpbra Linear” eu vou escrever f e D ao invés de
J@)e i

Isto aqui é uma demonstracdo quase completa do modo
rapido de encontrar as “solugdes bdsicas” e a “solucao
geral” da EDO (x)... ela ¢ “quase completa” no sentido
de que ela é o que as pessoas escrevem no quadro quando
explicam esse método, mas sem a parte falada.

f(x )+7f/(»)+10f(t) =
(@) + T (@) +10f(2) =
(didi+7°’ +10)f(z) =
(D?+7D +10)f
(D*+(2+5)D+(2-5)f =
(D+2)(D+5)f
(D+2)(D+5)e =

coocoo

D + 2)(De= + 5e7"")
D +2)(—5e~% + 5e~%)
= (D+2)0

0

(D+5)(D+2)f =0
(D+5)(D+2)e® = (D+5)(De? +2e%)
= (D+5)(—2¢7% +2¢e72")
= (D450
=0
(D?*+ 7D +10)(ve > 4+ de~5) = 0

(Continua...)

2022-1-C2-P2 2022jul26 10:47


http://angg.twu.net/2022.1-C2.html

Questao 4 (cont.)

...e isto aqui é uma versao mais curta da demonstracao
da péagina anterior:

J"(@) +7f'(x) +10f (x)

(D*+ 7D +10)f
(D*+(2+5)D+(2-5)f
(D?+ 17D +10)(ve ™% + de~5)

cocoo

Aqui que vocé ja tem uma certa pratica com proble-
mas de “encontre a substitui¢do certa” vocé vai fazer
um problema de “encontre a generalizagio certa”. Vou
explicar ele em portugués.

Vocé vai definir [EDOLP] - de “EDO linear, caso partic-
ular” — como sendo o bloco de quatro igualdades acima.
Faca isso na notagao certa, que ¢ algo como “[EDOLP]
=

Depois disso vocé vai procurar a “generalizagao certa”
da [EDOLP], e na “substitui¢do certa” que transforma
ela na [EDOLP]. O seu objetivo é chegar em algo da
forma [EDOLG][S] = [EDOLP]; o nome “[EDOLG]”
vem de “EDO linear, caso geral”. E dificil chegar na
[EDOLG] direto, entdo vou dar instrugdes pra vocé
chegar 14 por chutar-e-testar.

Chame as suas tentativas de [EDOLG1], [EDOLG2], etc,
e as suas substitui¢oes de [S1], [S2], etc. O seu objetivo é
chegar numa [EDOLG,,| que néao tenha mais os niimeros
2,5, 7 e 10; eles devem ter sido substuidos ou por var-
idveis ou por expressoes que dependem dessas varidveis.

O seu objetivo final ¢ chegar num caso em que [S] seja
86 isto aqui:

E isto valha:
a:=2[,
[EDOLG] g5 = [EDOLP]
Eu pus o “=” entre aspas porque vocé vai nao chegar
a algo exatamente igual & [EDOLP], s6 em algo equiva-

lente & EDOLP... como o que a gente fez nos exercicios
de “justifique esse passo”.

Quem for fazer a VS vai ver como nos tltimos semestres
a gente usou essa técnica pra aprender a demonstrar
algumas férmulas das tabelas de integragao dos livros —
a gente comegava com um caso particular e “generalizava
ele do jeito certo” depois.
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Questao 1: gabarito

(Com vérios chutes e testes)

[TRIG,] = /54\/1 —52ds = /scn */1 = (sen()) 2 cos(6 )
o=b u q(b
V) = Flo@)) - o (@) do = tw d“)
e=a u 9(a)

r=b

[MV,)] [ g(x): scn(z)}

g'(x):=cos(x)

u=sen(b)
f'(sen(z)) - cos(z) dz = / £ (u) du)

u=sen(a)

b=b s=sen(b)
/9 f'(sen(0)) - cos(0) dd :/ 1'(s) ds)

a s=sen(a)
\/ - cos() db :/ \/(210 ds>

s=sen(a)

Ja=a

s=sen(b)

=a

= (/9 ' \/sen(ﬁ)m - cos(f)df = /S:Sm([’) 1-— \/E]Ods>

s=sen(b)

=sen(a)
0=b

/ s

0=a

10
1—sen(h)® - cos(d)dd = /

=sen(a)

s'W1— 0 ds)
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Questao 2: gabarito do item a

[EDOVSG]

[EDOVSG] | o Z -

dy
dx
h(y) dy

/ h(y)dy =

I
H(y) +Ch

H(y)
HY(H(y))

Yy
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g(z) dzx

Il
G(z) +Co
G(a)+Co— Oy
G(z) +Cy
H=Y(G(x) + C3)

|
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Questao 3: gabarito

dy __ 1.
a) dr = =z N
~ ~
~ \ | S -
~ o\ | S
~ \ | /S -
~ \ | S -
dy _ zty
b) dr 2 7 7
—
~ — - /
NN — 7/
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Questao 4: gabarito

J"(@) +7/'(x) + 10/ (x)
(D*+7D +10)f

(D*+ (2+5)D+(2-5)f
(D*+ 7D + 10)(ve™2* + de~57)

f"(@) + 7f'(x) + 10f (x)
(D*+17D +10) f

(D* +(a+ B)D + (a - B) f
(D? 4+ 7D + 10)(ye™* + §e=7)

["(@) +5f'(x) + kf(x)
(D*+ 4D +k)f
(D?*+ (a+B)D + (o B)f

0 v
; - |7

(D% + 3D+ B)re +6e5%) = 0
f(x) + (0+;3)f() (o

(D* + (a+ B)D + (a 55;;
N o+

[EDOLG][S; = (D*+ (a+B)D + (a- ) f
(D* + (a+ B)D + (a- f))(ye™® +de")

O o i

N 2+ (a4 +(a-
[EDOLG] = (D*+ (a+B)D + (a- B)]
(D? + (a+ B)D + (a - B))(ye 2 + se=7)

[EDOLP] =

[ T}
cococo
~

[EDOLG,] =

([ T T
cococo
S~——
2
Il
—
w 2
Il
o,
L,

[EDOLG,] =

ot

a

B

J
k

—
o

| ot

) [EDOLG] = [EDOLG,] S

0
0
0
0
0
0
0
0
0
8 ., que ¢ “muito parecido” com o [EDOLP]...
0

) FE4 @40 @ 91 -
o= 2+ 245D+ (25)f =
eporal [55] = (0*+ @+ 5D+ (2.5)f =

(D*+ (24 5)D + (2-5))(ve 2 +de7™) =

2022-1-C2-P2 2022jul26 10:47


http://angg.twu.net/2022.1-C2.html

