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Exercicio 1.

O livro do Daniel Miranda tem varios exercicios de
“Calcule as seguintes antiderivadas” na p.185. Link:
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=185

Da pra resolver eles traduzindo-os pra EDOs e
resolvendo as EDOs por chutar e testar, mas

vocé vai ter que inventar os chutes vocé mesmo.

As tradugoes dos primeiros itens para EDOs sao:

1) fi(x) ==

2) fl(x)=3x+1

3) f'(x) = a"

Encontre solugoes destas EDOs por chutar e testar.
Depois resolva os itens 4 a 10 das paginas 185 e 186

traduzindo-os pra EDOs e encontrando solugdes dessas
EDOs por chutar e testar.
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Exercicio 2.
Seja:

RC = (4 £(0(0) = a0/

Calcule o resultado destas substuic¢oes:

J{'((m)):ez
a) [RC] [g(z)xzz_zirx]
g’ (z):=2z+1
f(@)=v7

b) [RC] f(a)=La=1/2

g(z):=4—a2
g (z):=—2x
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Exercicio 3.

O livro do Daniel Miranda tem varios exercicios de
“derive usando a regra da cadeia” na p.89. Link:
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=89

Os seis primeiros itens sao estes aqui:

f(x) = (20 + 10)12

2) f(t) = (3t —2)°
3) g(6) = (sezn9+cos€)
4) h(t) = ¥ +i-1

fa

5) f(z) = (v + 1)

flx) = cos 3z

1)
)
)
)
)
6)

Resolva-os fazendo casos particulares da [RC].
Obs: vocé vai ter que encontrar a substitui¢ao certa.
Exemplo:

flz):=a3
f(x):=3xr
[RC} g(x):=senz+cosx
g'(z):=cosz—senx
x:=0

= (4 (sen + cos0)® = 3(sen 6 + cos§)* - (cosz — sen z))
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Exercicio 4.
A figura abaixo é desta pagina da Wikipedia:

https://en.wikipedia.org/wiki/Binary_expression_tree

Ela é a “expression tree” correspondente a
expressio ((5+ z)/ — 8) - 4%

a) Descubra qual subarvore dessa figura
corresponde a subexpressao 42,

a) Cada bolinha dessa figura corresponde a uma
subexpressdo da expressio ((5 + z)/ — 8) - 42.
Descubra como e diga qual é a expressao
correspondente a cada bolinha.
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(mm) {a.::b+3} _ <(b+3)(cfﬂ)4)++z(b+3)>

R1: ({expri) + (expra))[S1] = (expri)[S1] + (exprz)[S1]

R2: (<eXPr1>{ <6XPF>2>)[51] = <e><<Pr1>[5>gi]<eXPrz>[51]

RS- expry _ expry

’ o) 59 = (o)

R4 : 9051 = 2

RS : alsl] = b+3

R6 : bS1 = a+4

(@-b+a)[S1] = (a-b)[S1]+ a[S1] (por R1)
= (a[S1] - b[S1]) + a[S1] (por R2)
= ((b+3)-b[S1])+ (b+3)  (por R5)
= ((b+3)-(a+4)+(b+3) (por R6)
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Exercicio 5.
Calcule

(i)

bem passo a passo, usando as regras R1 a R6
da pagina anterior. Arrume o seu céalculo
exatamente no formato descrito aqui,

http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-intro.pdf#page=7

em que todos os ‘=’s estao alinhados e a gente
usa uma coluna extra a direita pra dizer a
justificativa de cada ‘="
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Exercicio 6.

No exercicio 5 vocés devem ter obtido algo desta
forma aqui:

(expr) = (expr) (justificativa)
= (expr) (justificativa)
= (expr) (justificativa)
= (expr) (justificativa)

Represente cada uma dessas expressoes em forma
de arvore. A operagdo [S1] deve virar uma oper-
agao unaria, como o ‘—’ do ‘=8’ na arvore do Ex-
ercicio 4. Por exemplo, a representacio em arvore
de (a[S1] + b)[S1] vai ser:

)
B ©
@

O objetivo deste exercicio é fazer vocés entenderem
este slogan:

Asregras R1...R6 empurram os ‘[S1]’s
na diregao das folhas da arvore.
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Exercicio 7.

No Exercicio 5 vocé conseguiu se livrar de todos

os ‘[S1]’s... primeiro vocé empurrou eles pras fol-
has, depois vocé aplicou umas regras que fizeram
os ‘[S1]’s das folhas sumirem.

Usando s6 as regras R1...R6 a gente nao consegue
fazer algo parecido com a arvore do exercicio 4...
se a gente tentar “calcular” isso aqui

((5+2)/ —8)-4%)[s1]

a gente empaca em varios lugares.

Repare que o termo “calcular” aqui é um abuso de
linguagem. “Calcular” o resultado de (((5+ z)/ —
8) - 42)[S1] quer dizer aplicar as regras R1...R6
quantas vezes a gente puder, até a gente a gente
se livrar de todos os ‘[S1]’s. Se a gente aplicar as
regras R1...R6 todas as vezes que dd e mesmo as-
sim sobre alguns ‘[S1]’s é como se faltassem regras
pra gente ir até o final...

Pra definir a operacdo [S2] nés vamos comegar
tratando as regras R1... R4 da operagéo [S1] como
se elas fossem Obvias — porque elas s6 “empurram
o0s ‘[S1]’s na diregao das folhas” — e portanto elas
podem ser deixadas implicitas.

A operagao [S2] vai ter s6 estas duas regras “ex-
plicitas” aqui,

R7: 8[S2] = 42
R8: (—(expr1))[S2] = 200 - ({expr1)[S2])

e além disso ela vai ter infinitas regras “implicitas”
que s6 “empurram os ‘[S2]’s na dire¢io das folhas”.

Tente enteder esta definicdo informal, e mostre
como calcular isto

(5+2)/ —8)-47)[s2]

bem passo a passo usando as regras do [S2]
tanto as duas regras explicitas quanto as regras
implicitas. Mostre a série de passos usando tanto
a notagao “algébrica” acima quanto a notagao em
arvore da figura do exercicio 6.
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Exercicio 8: introducao

Lembre que nés estamos lidando com
dois tipos de operacoes de substuigao:
o ‘[:=]’ e as operagoes definidas por re-
gras explicitas e implicitas. No exerci-
cio 8 nés vamos tentar descobrir qual
é o modo certo de traduzir este ‘[:=|
aqui

(700t =

= <i sen(42t) = cos(42t) - 42>
dt

pra uma operacdo de substituicdo do

segundo tipo... s6 que antes de encon-

trar a traducao certa nds vamos testar

varias tradugbes erradas.

11

Lembre que se alguém te perguntar
qual é o resultado deste programa aqui

print ("2+2=5")
a resposta certa é
2+2=5

e nao “esse programa ta errado”...

As figuras das préoximas paginas
mostram como a tradugdo certa deve
funcionar.
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Exercicio 8.

Lembre que:

RCI = (o) = o) )

a) Digamos que [S1] s6 tem esta regra ex-
plicita:

R1: f((expr1))[S1] = sen({expri))

calcule [RC][S1].

b) Digamos que [S2] s6 tem estas regras
explicitas:

R2: x[S2] = ¢t
R3: g'((expr1))[S2] (expry)

calcule [RC|[S2].

2022-1-C2-intro 2(
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¢) Digamos que [S3] s6 tem estas regras
explicitas:
R4 : z[S3] = ¢
R5:  f((expr1))[S3] = sen((expr:)[S3])
R6 :  f'({expr1))[S3] = cos({expri))

calcule [RC][S3].
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Exercicio 9

Na péagina da introdugao ao exercicio 8 a gente
tinha essa figura aqui:
—sena
T }

Neste exercicio vocé vai ter que encontrar uma
substitui¢gdo “do segundo tipo” que obedega
isto:

(it = Flatend ) [

d
= (E sen(42t) = cos(42t) - 42)

(1t = 1) 599

= (% sen(42t) = cos(42t) - 42)

Encontre esta [S99] por chutar e testar, no
seguinte sentido: pra cada um dos seus chutes
dé a defini¢ao dele — por exemplo, “Seja [S20]
a operagao que s6 tem estas regras explicitas:
...7 — e depois teste este seu chute, ou seja,
calcule o resultado de [RC][S20].

Se o seu teste nao der o resultado que vocé que-
ria, que é este aqui,

<% sen(424) — cos(421) .42)

nao apague e nao jogue fora o que vocé fez. A
“resposta” do exercicio 9 deve ser uma série de
chutes e testes que terminam com uma substi-
tuigdo que da o resultado “certo”.
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Figuras novas (julho)

d f/(ac)::senac
(35/6) = Fa)g') [fgii%;-‘;‘;i’”] =
g’ (z):=42
d / /
T (@)= (=) g( =
x ~— ~— ~—
N~~~ =T = =
- —— ——
=42z =42z = 42
= si;(r42-:v) = 002?42-1)
B o —
=4 sin(42-;)r:cos(42-x)~42

2022-1-C2-intro
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D [7 f(g(x))g (z) do

D f;:j cos(42 - x)42dx =

2022-1-C2-intro 2

Flo@)=,
= flg)) - flg(a))
F)lie)
- ij:gg(glb)) f'(u) dx
sen(42 - )| =5

sen(42 - 3) —sen(42 - 2)

=42.3
sen(u) |Z:42.2

D f;:@'g cos(u) dx

=42-2

022dec16 18:35
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Links
Este PDF complementa estes trés PDFs
do semestre passado:

http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-1.pdf
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-2.pdf
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-MT1.pdf
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Exercicio 1.

Seja f(x) a fungao da pégina anterior —

a pagina anterior tem 12 cépias do grafico dela.
Represente graficamente cada um dos somatorios abaixo.
Cada item abaixo vai virar 8 retangulos sobre

uma das copias do gréfico da f(z).

a) Yooy f (@) (@ — i)

b) Zz Vf(@ie) (@ — iea)

) Z ymax(f(wi-1), f(2:)) (2 — 251)
) Z ymin(f(@i-1), f (@) (v — 2i-1)
) S F(EE) (s — @)

) 28 flzie 1%+f(:vz)(xi _ $i71)

a0

SR
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Imagens de intervalos: figuras

_._w;““»
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Imagens de intervalos: figuras — contas
Algumas pessoas acham que isto é sempre verdade:
f(la,b]) = [f(a), f(B)].

Nao seja como elas!!!
Nas trés figuras a esquerda da pégina anterior temos:

SAL4Y) = {FQ), f(4)}
= {372}
= {273}
f({1.2,3,4}) = {f(1), f(2), f(3), f(4)}
= {2,3,4,3}
= {2,3,4}
fL3]) = [2.4]
), fB3)] = 3,2

{yeR|3<y<2}
0
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Exercicio 2.
Seja f(x) esta fungao:

M{LA

Calcule estas imagens de intervalos:

a) f([0,1]) g) ([[ 4))

b) f([1,2]) h) f([4,8])
c) f([0,2]) i) £([0,8])
d) f([2,3]) 1) F(,7)
e) f([1,3])
£) 7(10,3])
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Sup informal e inf informal

O sup informal, ‘supi’, é como uma funcdo bugada.

O sup “de verdade” recebe um conjuntos

de nimeros e sempre retorna um numero.

O supi recebe um conjuntos de niimeros e as vezes

retorna um numero, mas as vezes ele da erro.

Quando o supi recebe um intervalo fechado [a, b] ele

retorna a extremidade superior do intervalo: supi([a, b]) = b.
Quando o supi recebe um conjunto que

nao é um intervalo fechado ele d& erro.

O inf informal, ‘infi’, é como o supi, mas ele retorna
a extremidade inferior do intervalo: infi([a, b]) = a.

O sup e o inf de verdade sdo BEM dificeis de definir.
Noés vamos comegar usando o supi e o infi e vamos deixar
pra definir o sup e o inf de verdade s6 quando

ja tivermos bastante pratica com o supi e o infi.
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Exercicio 3.

Cada um dos itens do exercicio 2 pede pra

vocé calcular uma expressao da forma f([a, b]).
Para cada um dos itens do exercicio 2

faga uma cépia do grafico da funcao f(z)

e desenhe sobre esta copia estes dois retangulos:

supi(/([a,0]))(b — a),
infi(f([a, b]))(b — a)
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Exercicio 4.
Acrescente estes dois itens extras
no exercicio 1 e faga eles:

g) Yoy supi(f([zi—1, @) (@i — wi-1)
h) S0 infif([wior, @) (@5 — 2-1)

2022-1-C2-somas-3 2022decl6 18:35
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Exercicio 5.

Vou me referir a este PDF aqui, do semestre passado,

como “Somas 1”7, ou “S1”:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-1.pdf

Vou usar nomes como “S1E4” pra me referir aos
exercicios dele — S1E4 é o Exercicio 4 do “Somas 1.

a) Leia as pdginas 9 e 10 do S1 e faca o S1EA4.
b) Leia a pagina 11 e 12 do S1 e faga o S1E5.

Para os préximos itens leia a pagina

23 do S1 e considere que f(z) =\ _-

c) Seja P ={0,1,4,5}. Represente num grafico s6 f(x) e [L].
d) Seja P ={0,1,4,5}. Represente num gréfico s6 f(z) e [R].
e) Seja P ={0,1,4,5}. Represente num gréfico s6 f(z) e [min].

2022-1-C2-somas-3 2022decl6 18:35
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Exercicio 6.
Vou me referir a este outro PDF do semestre

passado como “Soma 27, ou S2:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-2.pdf

Vou usar nomes como “S2E5” pra me referir aos
exercicios dele — S2E5 é o Exercicio 5 do “Somas 27

a) Leia as paginas 32 até 35 do S2 e faga o S2E13.

Obs: nao faca o S2E12 da pagina 34 do S2 —
nos proximos exercicios vocé vai fazer algo
parecido com ele, mas com outra notagao.
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12


http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-2.pdf
http://angg.twu.net/2022.1-C2.html

13

Métodos de integragao: nomes

O S1 e 0 S2 usam estes nomes pros métodos de integracgao:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-1.pdf#page=23
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-2.pdf#page=32

Ainda nao definimos o sup e o inf “de verdade”,
entao vamos usar estes nomes aqui...

L] = 2N, fla) (b — a)

Rl = 2N, f(b)(bi — a;)

[Trap] = YN, [ledd/t) ’*““(b a;)

M) = 2 F(eE) (b — a

min] = SN min(f(a;), f(b:)) (b —an

max] = SN max(f(a;), f(b))(bi — a;)
infi] = SN infi(f(as, bi])) (b — >
supi] = SN supi(f([ai, b)) (b; — a;)
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Exercicio 7.

Faca o S2E12 (pagina 34 do S2), mas substituindo
0s ‘sup’s por ‘supi’s e os ‘inf’s por ‘infi’s.

Use a fungdo do enunciado do S2E12.

(Tem copias dela na préxima pagina).

Link:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-2.pdf#page=34

2022-1-C2-somas-3 2022decl6 18:35
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3.6) (3.6) (3.6) (3.6)
Y1) (87) ) /\(M)/
(3.6) (3.6) (3.6) (3.6)
&) &) /\(M)/ /\/
(3.6) (3.6) (3.6) (3.6)
/\M/ - - &
(3.6) 3,6) (3.6) (3,6)
/\U/ & == /\/
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Exercicio 8.
Seja:

Em cada um dos casos abaixo represente num grafico s6
a funcao f e os dois somatorios pedidos.

a) [supi], 1911 , [infi]; o1
b) [supl][1 0,27 [mﬁ][1 0,2
c) [supi], 19,57 [infi], L

d) [max][1 9] X [min][l,g}zl
e) [max]; o, [min] 1.9],0
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Algumas defini¢oes
Digamos que f: R — R e B CR.
Vamos definir inf(f(B)) e sup(f(B))
desta forma:

R = RU{—o0,+o0}

C = {(z,f(x)) |z e B}

D = {f(z)|zeB}

D’ {yeR|3zeB. f(z) =y}

— {yeR|VdeD.y<d}

— {yeR|VdeD.d<y}

(a=1inf(D)) = ae LAM e L. {<a)
D)) = BeUANNueU < u)

S
|
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Como visualizar proposicoes

O que nbés vamos ver agora é uma versao reorganizada
das paginas 11 até 20 do “Somas 2” e de algumas
idéias do “Somas 2 4”, que na verdade se chama
“Comentarios sobre o exercicio 4 do

“Integrais como somas de retangulos (2)” ...

Links:

http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-2.pdf#page=11
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-2-4.pdf
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Exercicio 1.

Sejam: f(z) =

B={78,9}, Pla)=Vee B. a< f( = ).
—— ~—
em x em (z,0)
—_————
em (z,f(z))

J/

~
em (0,c)

Represente graficamente
a) P(0), c) P(4),
b) P(2), d) P(1.5).

Use uma cépia do grafico da f pra cada uma.
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Dicas pro Exercicio 1

B = {7,8,9)

Pla) = Vo e B.a< f(x)
= Vre{7,8,9}. a < f(z)
= (a < f(2)e:=T]
A (o < fa)le = 8]
A (o< f2))[z = 9]
= (a< f(M)A(a < f(8)Ala < f(9))
= (a<2)N(a <) A (a<2)
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Dicas pro Exercicio 1 (2)

Pla) = YeeB. a<f( = )
em (z,0)

em (z,f(z))

em (0,a)
= (@< f( 2 De=Tr(<f( x Nz:=8Ala<f( _z ))z:=9
- - -
em (x,0) em (z,0) em (z,0)
—_——— | —
em (z,f(z)) em (z,f(z)) em (z,f(z))
em (0,a)
= (@< f( 7 NAla<f( 8 NAle<f( 9 )
- Ny -
em (7,0) em (8,0) em (9,0)
em (7.f(7)) em (8,f(8)) em (9,f(9))

em (0,a)
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Dicas pro Exercicio 1 (3)
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s e
Exercicio 2.
Represente graficamente os seguintes conjuntos:

A= {(ryeR|ze(l2), ye[l,2)}
B = {(z.2z)|z€[1,2)}
C {(z,y) eR?|0<z A z+y<2}

Dica: todos eles vao dar subconjuntos do plano feitos de
infinitos pontos, e vocé vai ter que adaptar as convengoes
que usamos pra desenhar intervalos pra desenhar regices.

Use bolinhas cheias pra indicar “este ponto pertence ao
conjunto”; bolinhas ocas pra indicar “este ponto nao
pertence ao conjunto”; linhas grossas continuas pra
indicar “esse trecho da fronteira pertence ao conjunto”
e linhas tracejadas pra indicar “esse trecho da fronteira
nao pertence ao conjunto”. Por exemplo:

2022-1-C2-infs-e-sups 2022dec16 18:34
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Dica pro exercicio 2

...ou: como debugar representagoes graficas.

Pense num jogo. Os jogadores se chamam P (“propo-
nente”), e O (“oponente”). O P quer encontrar uma rep-
resentacao grafica pro conjunto A, e o O quer mostrar
que o P esta errado.

Digamos que
A={(z,y) R |z e[l,2), ye[L,2)}.

O P desenha uma representagao grafica com um nome
diferente de A e “propde” ela — por exemplo, o P diz

isso aqui:
A=l

O oponente O diz: “verifica o ponto (1,1)”. Os dois ver-
ificam o ponto (1,1) do A’ e véem que o desenho do A’
é ambiguo no ponto (1,1), j4 que esse é um ponto de
fronteira e o P nao desenhou ele nem como linha grossa
sélida nem com linha tracejada... entdo a resposta pra
pergunta “(1,1) € A’?” nao é nem V nem F, ¢ “erro”, e
portanto A # A’, e o P ainda ndo conseguiu a represen-
tagdo grafica certa. O oponente O ganha essa rodada, e
o P tem que propor outra representacio grafica.

Af o P propde uma outra representacio gréfica, com
um outro nome, diferente de A e de A’. Por exemplo, P

propoe isso aqui:
A" — i

O oponente O diz: “verifica o ponto (0,0)”. Os dois

verificam, e véem que:
(0,00 ¢4, (0,0)€ A"

E portanto A # A”, e o P ainda nao conseguiu a repre-

sentacdo grafica certa. O oponente O ganha mais essa

rodada.

Quando o P propoe um desenho que o O nio consegue
mostrar que esta errado o P ganha a rodada.

Até vocés terem prética vocés vao jogar como o P, vao
me mostrar as representagoes graficas de vocés, e eu vou
jogar como o O. Quando vocés tiverem mais prética
vocés vio conseguir chutar representagoes gréficas (como
o jogador P) e testd-las (fazendo o papel do jogador O
VOCES Mesmos).

2022-1-C2-infs-e-sups 2022decl6 18:34
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Exercicio 3.

Aqui as defini¢coes sdo as mesmas do exercicio 1,

mas vocé so vai representar o resultado de cada P(«)
em (0, )... ndo desenhe as coisas que ficavam

sobre o eixo x ou sobre o grafico da f.

a) Represente graficamente P(y) (obs: em (0,y)!)
paray =0,0.5,1,...,4.

b) Represente graficamente P(y) para y € [0,4].
c) Represente graficamente {y € [0,4] | P(y) }.
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Exercicio 4.
Faca o exercicio 4 das paginas 18 a 20 do “Somas 2”.
Link:

http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-2.pdf#page=18

Obs: esse exercicio 4 do semestre passado é meio
baguncado... todos os meus colegas de graduacao
conheciam esse método de visualizacao, mas ele
era algo informal, que eu nunca vi descrito por
escrito em lugar nenhum...

Acho que os exercicios 1, 2 e 3 deste semestre
estao bem mais claros do que o 4 do semestre
passado. =/

2022-1-C2-infs-e-sups 2022decl6 18:34

12


http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-2.pdf#page=18
http://angg.twu.net/2022.1-C2.html

13

Exercicio 5.

Sejam f(x) =

e B=11,3].

Represente graficamente estes conjuntos —
as defini¢oes deles sdo as mesmas do slide 3:

C = {(z,f(x))|zecB}

D = {f(z)|xeB}

D' = {yeR[IweB flz)=y}
L = {yeR|VdeD.y<d}
U {yeR|Vde D.d<y}
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Exercicio 6

Obs: se vocé tiver muita dificuldade com o Exercicio 5
faca este exercicio antes do 5... e se vocé conseguir
fazer o Exercicio 5 direto nao faga este aqui.

Sejam f(r) =z+2e B=]1,2].

Represente graficamente estes conjuntos —
as defini¢oes deles sdo as mesmas do slide 3:

C = {(z, f(x)) |z eB}

D = {J()|veB)

D' = {yeR[IreB flz)=y}
L = {yeR|Vde D.y<d}
U = {ycR|VdeD.d<y}
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Infs e sups como niimeros
Da pra provar que

VD € R. 3la € R. (a = inf(D))
VD e R. 313 € R. (8 = sup(D))

Vamos chamar esses valores de a e 3

de inf(D) e sup(D).

Exercicio 6.5.
Calcule:

)

e) inf(R) f) sup(R)
g inf(®)  b) sup(R)
i) inf(0) j) sup(®)

2022-1-C2-infs-e-sups 2022decl6 18:34

15


http://angg.twu.net/2022.1-C2.html

Aproximacgoes por cima

Mais duas defini¢oes:

A “melhor aproximagdo por cima” para a integral de f
na particao P é:

| swds = fsupl,

O “limite das aproximagoes por cima” pra integral de f
no intervalo [a, b] é:

—x=b

/ | J@de = lim b, .

Esse limite também é chamado de a “integral por cima de f
no intervalo [a, b]”.

A notagdo [a, b]or estd explicada aqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-2.pdf#page=35

2022-1-C2-infs-e-sups 2022decl6 18:34
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Aproximacgoes por baixo
Mais duas defini¢oes:
A “melhor aproximagdo por baixo” para a integral de f

na particao P é:
/ f(x)dx = [inf] p,

O “limite das aproximagoes por baixo” pra integral de f
no intervalo [a, b] é

x=b
/ - f(z)dz = klggo [in] (@bl

Esse limite também é chamado de a “integral por baixo de f
no intervalo [a, b]”.

2022-1-C2-infs-e-sups 2022decl6 18:34
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Exercicio 7.
Seja:

Repgesente graficamente:
D) Tugp f@de ) [ f@)
) Jugf@de Q) [ f@)
) Tugpf@de 0 [ f@)de

dz
dx
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A definicao de integral

A nossa definicdo de f r) dz vai ser:

P - s

se a igualdade marcada com ‘L for verdade.

[l

Y _xr—=a

Se a igualdade ‘L for falsa vamos dizer que:
“f(x) nao é integravel no intervalo [a, b]”,
“ fj_:f f(x) dx nio estd definida”, ou
r=b [
“f;:a f(x)dx da erro”.

(Compare com 22, que também “nio esté definido”

2022-1-C2-infs-e-sups 2022decl6 18:34
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Como esses limites funcionam?

Em Célculo 1 vocé viu que algumas fungoes nao sao derivaveis.
Agora nos vamos ver que algumas fungoes nao sao integraveis.
O melhor modo de visualizar isso é usando estas definigoes:

Zf(m)da: - 7Pf(:zc)dx—1pf(m)dx

[ o T o [

n 0 m representam a diferen ntre um roximaca
As notacoes com ‘ [’ representam a diferenca entre uma aproximacao
por cima e uma aproximacao por baixo, e a gente vai desenhar os

— —x=b
‘ f P’s como retangulos flutuando no ar. O ¢ f " é o limite de figuras
e  r=a

tipo ¢ [ P’, e ele pode dar algo mais complicado do que retangulos.
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Exercicio 8.
Seja:

Represente graficamente:

a) LL%Of(x) dx
0T, S de
)T, ) de

2022-1-C2-infs-e-sups 2022decl6 18:34

21


http://angg.twu.net/2022.1-C2.html

Calculo 2 - 2022.1
Aula 23: o TFC1

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
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Introdugao (2022.1)

Este PDF é uma versdo reescrita deste aqui, de 2021.2:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-TFC1.pdf

Neste semestre o nosso primeiro mini-teste vai ser na
ultima aula da semana de 22 a 24 de junho/2022, e ele
vai ser parecido com o mini-teste 3 do semestre passado:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-MT3.pdf

Os primeiros slides deste PDF sao novos e sdo uma
preparacao pra vocés conseguirem fazer o mini-teste.
Depois que vocés estiverem preparados pro mini-teste
a gente provavelmente vai ver o resto do material daqui
mais ou menos na mesma ordem do semestre passado.

Dica: assista este video do semestre passado:

http://www.youtube.com/watch?v=XvzrNtle-cO
http://angg.twu.net/eev-videos/2021-2-C2-TFC1.mp4
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Algumas propriedades da integral

Dé uma olhada na secao 7.4 do Daniel Miranda:
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=220

No6s queremos que estas trés propriedades aqui valham sempre:

k[0 fx)de = ["Ukf(x)de (%)
fj:: kdx = k(b—a) (% % %)

ou seja, queremos que elas valham tanto em casos “normais”
como em casos “estranhos”...
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kf(x)dx

r=b
r=a

fl)yde = [

r=b
r=a

3

cl16 18:34

2de
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A terceira regra que queremos que valha sempre,
inclusive em casos estranhos, é essa aqui:

ff:fkdx = k(b—a) (xx*x)

Ela vai valer também quando k < 0,
quando b < a, e também vamos ter

[ f@)de = k(b—a)

a) quando a < b e f(z) =k em todo ponto de [a, b],
b) quando a < b e f(x) =k em todo ponto de (a,b),
¢) quando a < b e f(r) =k em todo ponto de [a, b]
exceto num conjunto finito de pontos.
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Exercicio 1.

Seja f(r) =

Omm—

Note que:

Ji f@)de =2+ (2 1),
[ fx)de =3 (4-3),
J22) f(x) do = =1 (6 —4),
Calcule:

) [0 (@) da

b) [ f(x)dx

) Jio s @) do

d) f;::1§5 f(x) dx

o

o

2022-1-C2-TFC1
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Exercicio 2.

Sejam f(x) =
e F(B) = f (x) dx.
a) Calcule F(2), F'(2.

5), F(3),..., F(6).
b) Calcule F(1.5), F'(1), F(0.5), F(O)
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Exercicio 3.
No exercicio 2 vocé obteve alguns valores da fungao F'(5),
mas nao todos... por exemplo, vocé ainda nao calculou F'(2.1).

a) Desenhe num grafico s6 todos os pontos (z, F(x))
que vocé calculou nos itens (a) e (b) do exercicio 2.
Dica: o conjunto que vocé quer desenhar é este aqui:

{(0, F(0)), (0.5, F(0.5)), ..., (6, F(6))}.

b) Tente descobrir — lendo os préximos slides, assitindo
o video, e discutindo com os seus colegas — qual ¢ o jeito
certo de ligar os pontos do item (a).
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Exercicio 4.
A fungao G(x) do mini-teste 3 do semestre passado é esta aqui:

Relembre como calcular coeficientes angulares e derivadas
no olhdémetro e faga um grafico da funcao G'(z).

Dica 1: G'(3.5) = 2.

Dica 2: G’(4) ndo existe — use uma bolinha

vazia pra representar isso no seu grafico.
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Dicas pro exercicio 4

Se o gréfico da G(z) é um segmento de reta no intervalo [a, b]
entdo a derivada G'(z) é constante no intervalo aberto (a,b),
e podemos calculd-la pelo coeficiente angular de uma reta secante...

Escolha dois pontos zg, 1 € [a,b] com zy # z1, e ai faga isto aqui:

(w0, 0) = (w0, G(70))

(x1,51) = (21,G(21))
Ar = x1— 2
Ay = y1—yo

G'e) = 32

A tltima linha, G'(c) = %, vai ser verdade para qualquer ¢ € (a, b).
Dé uma olhada no capitulo 2 do Daniel Miranda se precisar:
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=65

E se vocé precisar relembrar limites laterais e derivadas

laterais, dé uma olhada das se¢des 1.4 e 3.2.3 do livro:

http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=22
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=74
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Introdugao (2021.2)

Digamos que f : [a,b] = R é uma funcio integravel.
Digamos que ¢ € [a, b].

Digamos que a fungdo F : [a,b] — R é definida por:

Fit) = /T:tf(m) dx.

O TFC1 tem duas versoes.
A versdo mais simples diz o seguinte:
se a fungdo f é continua entdo para todo ¢ € (a,b) vale:

F(t) = f(t). (%)

A versdo mais complicada do TFC1, que vamos ver
depois, ndo supoe que a funcdo f é continua.

Nés vamos ver um argumento visual que mostra que
a igualdade () é verdade. Esse argumento visual é
quase uma demonstragdo formal, num sentido que eu
vou explicar depois.
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Introducgao (2)
Digamos que f : [a,b] — R é uma fung¢do continua.
Digamos que ¢ € [a, b].
Digamos que a fungdo F : [a,b] — R é definida por:

Fit) = /T:tf(m) dx.

Entao:
) = tim 0 FO
e—0 z—t+s€ —
g deme J@)dr— [ (@) da
- e—0 o—tie £
S @
=0 £
. 1 r=t+e
L HRRCL
0
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Introdugao (3)

Digamos que f : [a,b] — R é uma funcao continua.
Digamos que ¢ € [a, b].

Digamos que a funcao F': [a,b] — R é definida por:

F(t) - / : (@) de.

O nosso argumento visual vai mostrar que:
1 r=t+e

lim — flz)dx = f(t).

e—0 & o=t
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Primeiro exemplo:
f(z) é a nossa pardbola
preferida, e t = 1.

Primeira figura: ¢ = 2.
Segunda figura: € = 1.
Terceira figura: € = 1/2.

A esquerda: ff;tJre f(z)dz.

A direita: 1 ff;”s f(z)dz.

Repare que a area em
laranja a esquerda sempre
tem base € e a area em
laranja a direita sempre

tem basee-%zl.

2022-1-C2-TFC1 2022decl6 18:34
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fz)dx e

f(z)dx quando e =1/8:

2022-1-C2-TFC1 2022decl6 18:34
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f(z)dx e

f(z)dx quando € = 1/16:

2022-1-C2-TFC1 2022decl6 18:34
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f(z)dx e

f(z)dx quando e =1/32:

2022-1-C2-TFC1 2022decl6 18:34
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f(z)dx e

f(z)dx quando e = 1/64:

2022-1-C2-TFC1 2022decl6 18:34
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Agora com ¢ negativo!...

f(z) é a nossa pardbola
preferida, e t = 1.

Primeira figura: ¢ = —1.
Segunda figura: e = —1/2.
Terceira figura: ¢ = —1/4.
A esquerda: [*27F f(x) da.

r=t

A direita: 2 [757F f(2) da.

x=t

2022-1-C2-TFC1 2022decl6 18:34
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f(z)dx e

f(z)dx quando e = —1/8:
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f(z)dx e

f(z)dx quando € = —1/16:
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f(z)dx e

f(z)dx quando e = —1/32:
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f(z)dx e

f(z)dx quando ¢ = —1/64:
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Exercicio 5.
Seja f(x) a fungao a direita.
Seja t = 2.

a) Desenhe L ["77° () dx
para € = 2, 5—1 5—1/2

b) Desenhe % f o HE

paras——Z 5——1 6——1/2.

Dica: comece entendendo as
areas em laranja a direita!

¢) Quanto vocé acha que da
lim, o L [757° f(2) da?

r=t
d) Quanto vocé acha que da

lim,_,o- 1 ;::JFE f(z)dx?

AL
A
A

2022-1-C2-TFC1 2022decl6 18:34
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Exercicio 6.
Seja f(x) a fungao a direita.
Seja t = 2.

a) Desenhe L ["77° () dx
para € = 2, 5—1 5—1/2

b) Desenhe % f o Hs

paras——Z 5——1 6——1/2.

Dica: comece entendendo as
areas em laranja a direita!

¢) Quanto vocé acha que da
lim, o L [757° f(2) da?

r=t
d) Quanto vocé acha que da

lim, - ;ZHE f(z)dx?

ﬁﬁﬁ
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Descontinuidades

Digamos que f : [a,b] — R é uma fun¢io qualquer.
Vamos definir o conjunto dos pontos de descontinuidade da f,
ou, pra abreviar, o “conjunto das descontinuidades da f”, assim:

desc(f) = {x€la,b]]|f ¢ descontinua em x }

A expressao “f tem um ntimero finito de pontos de descontinuidade”,
que eu vou abreviar pra “f tem finitas descontinuidades” apesar

. ) tueuds. vai izor:
disso soar bem estranho em portugués, vai querer dizer

desc(f) é um conjunto finito

O conjunto vazio é finito, entdo toda f continua “tem finitas
descontinuidades”. Essa fun¢io aqui tem finitas descontinuidades:

.

.

A fungdo de Dirichlet, que nds vimos aqui,

http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-somas-2.pdf#page=46
tem infinitas descontinuidades.

2022-1-C2-TFC1 2022decl6 18:34
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Descontinuidades (2)
Sejam

As figuras dos préximos slides mostram

flz)dx e g(x)dx
J_{0,7.5],% J_{0,7.5],%

para varios valores de k. Use-as pra entender porque
“na integral as descontinuidades nao importam” —
se s6 tivermos um numero finito de descontinuidades.

2022-1-C2-TFC1 2022decl6 18:34
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A versao complicada do TFC1
Vou dizer que uma fungao f : [a,b] — R é “boa”
quando ela é integravel e tem finitas descontinuidades.

(O termo “funcado boa” é péssimo de proposito —
é pra deixar 6bvio que essa é uma definicdo temporaria,
que vai valer s durante poucos slides...)

Vou dizer que uma funcdo G : [a,b] — R obedece

G'(z) = f(z)

quando G for continua em [a, b] e G obedecer isto aqui:

vz € ((a,b) \ desc(f)). G'(x) = f(x)

ou seja, neste caso “G'(z) = f(z)” é uma abreviagao
pra algo complicado.

2022-1-C2-TFC1 2022decl6 18:34
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A versao complicada do TFC1 (2)
Antes de prosseguir vamos fazer um exercicio.

Exercicio 7.
Seja:

a) Qual é o dominio da f? (Ele estd “implicito no grafico”..)
b) Encontre uma fungdo G que obedece G'(z) = f(z) e G(0) =

¢) Encontre uma fungao H que obedece H'(x) = f(z) e H(0) =

d) Faca o grafico da fungao M(z) = H(x) — G(x).

e) Encontre uma fungdo K que obedece K'(z) = f(z) e K(4) = —1.
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A versao complicada do TFC1 (3)

Digamos que f : [a,b] — R ¢é “boa”.
Digamos que ¢ € [a,b] e que G'(z) = f(z).
Digamos que

Fla) = /: F()dt.

Entao F e G “diferem por uma constante”,
como as fungoes G, H e K do exercicio 3.
Isso é o “TFC1 na versao complicada”.

Eu ndo vou demonstra-lo.  =(

Seja k essa constante. Temos:

Va € [a,b]. G(z) = F(z) + k.

Isso tem um monte de consequéncias bacanas.
Por exemplo: F(c) =0, G(c) =k, e,
se a, 3 € [a,b],

SO pwdt = [0 fyde— [0 f () dt
= F(3) - F(a)
= (G(B) — k)~ (Gla) — k)
= G(f) - Gl(a).

Isso nos dd um método pra calcular integrais
da fungdo f. Se a, B € [a,b],
1) encontramos uma solugao G(z)
da EDO G'(z) = f(x),
2) usamos a férmula
t=,

8
fdt = G(B)-Gla).

t=a

Vocé viu no exercicio anterior que a EDO
G'(x) = f(z) tem infinitas solugodes...
Qualquer solugdo serve, e nao precisamos
calcular a constante k.

Esse método é o TFC2.

2022-1-C2-TFC1 2022decl6 18:34
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O TFC2

Digamos que f : [a,b] - R é “boa”.
Digamos que a, § € [a,b] e que G'(z) = f(x).

Entao:

t=p
| s = ce)-c).

2022-1-C2-TFC1 2022decl6 18:3
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TFC2: um exemplo

A nossa pardbola preferida é f(z) =4 — (v — 2)?,
ou seja, f(x) = 4x — x°.

Digamos que G(z) = 2% — “"3—3

Entao G'(z) = f(z), e o resultado desta

substituicao aqui vai dar uma igualdade verdadeira...

f(x) =4z — 2?

(/t: fydte = GB) - G(a)) G(z) ﬁ: Exj e

a:=0

2022-1-C2-TFC1 2022decl6 18:3
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TFC2: um exemplo (2)

Temos:
=4 flz) =4— (Qx _ %)2
(/t ft)ydt = G(B)— G(a)> G(z) B:ji _2
7 a:=0

C([ewa = (e ) ()
[imamgra - (o8- (o-3)

= (32-9) -0
— 96 _ 64

3 3
= 32

3
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Exercicio 8.

Este exercicio vai servir pra explicar porque é
que eu nao uso o “+C” na férmula do TFC2 —
mas isso s6 daqui a varias paginas.

Sejam

t=x
a+ f(t)dt quando z <0,
F(z) = =

t=x
v+ f(@#)dt quando 0 < z.
s

t=

Sejama=4,=-1,vy=3,0 =1
Faca os gréficos de F(z) de F'(x).

2022-1-C2-TFC1 2022decl6 18:3

Exercicio 9.

Sejam f(z) e F(z) as
mesmas do exercicio 8,
mas agora considere
que a =3, = -2,
v=06,0=2.

Faca os graficos de
F(z) e de F'(x).
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Versao para a turma E1
Sejam

*—e—O

e F(x) = /t:; f(t)dt.

a) (0.4 pts) Faga o gréfico da fungao
F(z) num dos grids a direita.

b) (0.1 pts) Quanto valem F’(2.5),
F'(3), F'(3.5) e F'(6)?

2022-1-C2-MT1 2022decl6 18:34
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Versao para a turma C1
Sejam

a) (0.4 pts) Faga o gréfico da fungao
G(z) num dos grids a direita.

b) (0.1 pts) Quanto valem G’(2.5),

G'(3), G'(3.5) e G'(6)? jEEEEEEEEEEE
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Gabarito parcial

fz) = I
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Introducao

No curso de Célculo 1 vocé deve ter visto uma férmula para
a derivada da fun¢do inversa, e voce deve ter visto que ela
¢ sempre apresentada com cert; ipoteses tipo: “se as
condigoes tais e tais sao obedecidas entao a derivada da funcao
inversa ¢ dada por esta formula aqui: [bla]” — e fica implicito
que quando essas condi¢oes nao sao obedecidas a férmula pode
dar resultados errados. Dé uma olhada em:

http://hostel.ufabc. edu.br/-daniel caleulo/calcul =90
https://en.wikipedia.org/wiki/Tnverse_function_rule

Nés vimos — por alto — que existe uma versao do TFC1
pra fungdes continuas e uma outra, bem mais complicada,
pra fungoes com descontinuidades... e vimos que o TFC2
também tem varias versoes, e vimos que em muitas situagoes
nds podemos fazer todas as contas que nos interessam sem
dizer explicitamente quais sao os dominios das nossas funcoes;
se for necessario dizer os dominios nés podemos descobrir os
dominios certos no final, depois de fazer todas as contas.

Em Célculo 2 e Célculo 3 é comum a gente fazer as contas
primeiro e s6 colocar os dominios e as “condigoes necessarias”
no final. Neste PDF eu vou fazer uma versao extrema disso:
eu vou considerar que vocés sé vao ser capazes de entender
bem as condigoes necessdrias quando tiverem bastante pratica
com as contas, entao a gente vai sempre comegar “chutando”
que as contas funcionam e “testando” elas depois.

2022-1-C2-der-fun-inv 2022decl6

Nés vamos usar esta versao aqui da demonstracao da férmula
da derivada da fungio inversa (“DFT”):

Se: flgl) = =
Entio: Lfglx)) =
210t -
2))g'(x) = .
70 = )
0O modo natural de numerar cada uma das igualdades dela é
este:
Se: fo=) £«
Entio:  Lf(g() 2 4
1
= (9(@)) I'(g())g' ()
(())y (x) =1 .
’ ©
)

Por enquanto estamos fingindo que os dominios nao importam
e que as nossas fungoes sao deriviveis “onde precisar”.

Sef:A— Beg:B — Aentao “f e g sdo inversas” quer

dizer:
Vae A g(f(a) =a
e WbeB. f(g(b))=b
A linha “Se: f(g(z)) = 2” diz que a nossa tnica hipétese

(9(2)) = ...

explicita é que Vo € dom(g). f

18:34
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Exercicio 1.

Sejam:
Se: flo(x) = «
Entdo:  £f(g9(x)) = =
=1
[DFT = #9(0) = [(g(x)yg (=)
fg)g'(z) = 1
@) = o
g f'(g(=))
[DFI7] = (SC: Joto) = 1 )
Entdo: g(z) = Flo(a)

Repare que [DFI] é a demonstragdo da férmula da derivada da
fungdo inversa e [DFI7] é s6 a formula da derivada da fungio in-
versa, sem a demonstragao toda... e, de novo, lembre que eu vou
usar uma versao muito reduzida das condigbes necesséarias pra essa
férmula valer.

Diga os resultados das substitui¢oes abaixo.

fly) =e
o o | | =
g(z) ="z

d) [DFT]

e) [DFI7] | f'(0) :== —senf
g(c) == cos™(c)
Lg'(c) == (cos™")'(c)
Repare que no item (b) eu usei ‘sqrt(z)” ao
invés de ‘y/2"... isso ¢ porque nao hd uma
notagao boa pra derivada da raiz quadrada.

2022-1-C2-der-fun-inv 2022dec16 18:34
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Exercicio 1: respostas

...ainda nao digitei! Mas veja este PDF:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-dicas-pra-P1.pdf
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Uma demonstracao complicada

exp(n(z)) 2 =
'z £ 1/exp/(In(z))
21/ exp(In(x))
@ 1/z
Efg(x) 2 flg@)g (@)
L In(—z) 9 (-z)- -1
21/ -1
© 1/z
Ina] © Inz quando 0 < z,
In—2z quando z <0
Inx quando 0 < z,
(
% In|z] =& % )
In—z quando z <0
w £Inz  quando 0 < z,
ﬁ In—z quando z <0
a»y J1/z quando 0 <z,
~ |1/ quandox <0
W
1z = £ In|z|
ro=b
1 (15) x=b
—dr = (ln|z
[ (uil

2022-1-C2-der-fun-inv 2022dec16 18:34
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Outro jogo

No final de maio nés usamos um jogo pra debugar
representagoes graficas... esse aqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-infs-e-sups.pdf#page=10
Agora nés vamos fazer algo parecido pra debugar demonstragoes.
Nesse jogo novo os objetivos do jogador O véo ser 1) garantir que
o jogador P sabe justificar cada passo da demonstragao que ele
propds, e 2) ajudar o jogador P a decobrir erros, 3) ajudar o
jogador P a descobrir passos da demonstracdo que sao saltos
“grandes demais”, e que ficariam mais claros se fosses reescritos
como varios sub-passos.

Falta digitar isso aqui!

Os exemplos de jogadas que eu pus no quadro em 30/jun/2022
foram estes:

O: Porque 29

P: Pela [DFI].

O: Qual caso particular da [DFI|?

P: (Aqui o jogador P responde mostrando uma substitui¢io em
detalhes: o resultado do exercicio 1a)

O: Porque 2

P: Por exp(In(z)) — portanto 1/ exp(In(z)) = 1/z.

Exercicio 2.

a) Justifique a igualdade 2.

Obs: aqui vocé pode responder com o nome de uma férmula
bem conhecida. Alguém que nao lembre essa férmula bem pode
pesquisar ela pelo nome e encontrar véirias explicagoes grandes
sobre ela, usando vdrias notagoes diferentes, em livros e na in-
ternet.

b) Justifique 2.

¢) Justifique 2.
d) Justifique 2.
e) Justifique 2.

Dicas: 1) a igualdade 2’ é consequéncia da igualdade 2; 2) aqui
vocé vai ter que usar o TFC2! Encontre um enunciado do TFC2
em algum lugar ¢ mostre qual é a substitui¢ao que vocé tem que

s5)

15 . 14)
usar pra obter @, partir de w

O item (f) abaixo ¢ bem mais diffcil —
mas os livros fazem passos desse tipo a beca... =(

. ay P . S
f) A igualdade = ¢ consequéncia de uma “regra misteriosa”,

[RM], que é “6bvia”. Digamos que:

(RM] = (i {f(z) quando P(zx) _ 1})

dr | g(z) quando Q(z)

Descubra qual é o ‘?” certo e descubra qual é a substituigao

[RM] [?77] =777 que justifica w

2022-1-C2-der-fun-inv 2022decl6 18:34
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Se:

Entao:

ed@ L .
%69(2) @ %x
21
Do) D fIn()) - g'(a)
Pn) g 1
/ (6)
9@ = @)
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Aviso: estou reorganizando este PDF e
reescrevendo muita coisa do semestre passado!
Ele ainda estd uma bagunca!

No mini-teste 3 - link:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-MT3. pdf#page=4

vocés viram que quando a funcao G “é uma integral da f”
nés podemos fazer contas como esta aqui:

| 1w = 6656

Isto é um caso particular do TFC2,
que tem varias versoes diferentes...
a formula dele é essa aqui:
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Historinha (pros meus amigos 16gicos)

Nas tltimas aulas nés vimos um pouquinho sobre: 1) como fazer
s6 as “contas” de uma demonstragao, deixando pra completar as
o8 depois, e 2) como fazer demonstragoes em que cada
passo seja “facil de justificar”.

Isso tem a ver com um dos meus assuntos de pesquisa e com uma
tentativa de lidar com uma coisa que toda vez que acontece me
deixa com muito 6dio durante anos. Vou tentar explicar.

Hoje em dia existe uma nogio que todo mundo aceita (!!!) do que
6 uma demonstragao “completa” é uma demonstragao formalizada
num proof assistant. Esse artigo aqui explica isso bem:
https://arxiv.org/pdf/2112.11598.pdf

Eu aprendi um pouquinho de dois proof assistants importantes: o
Lean, que o artigo acima descreve, e 0 Agda. “Um pouquinho” quer
dizer que eu segui metade de cada um desses tutoriais daqui:
https://wuw.ma.imperial.ac.uk/~buzzard/xena/natural_number_game/
https://plfa.github.io/

Eu conheco a base tedrica por tras dos proof assistants — “Depen-
dent Type Theory” — razoavelmente bem, mas os proof assistants
em si eu conhego mal.

Praticamente todas as operagoes, regras e tdtl( as que aparecem nos
dois tutoriais acima sdo consequéncia do |

Os médulos do mathlib do Lean pra demonstragées de contas com
derivadas sao bem dificeis de entender:
https://leanprover-community.github.io/mathlib_docs/analysis/
calculus/deriv.html

e os modulos pra contas com integrais sao mais dificeis ainda. Eu
acho que isso ¢ porque eles exigem que o usudrio faga as “contas”
com todas as “hipéteses” especificadas corretamente...

2022-1-C2-algumas-t-ints 20

O meu assunto principal de pesquisa é como formalizar demon-
stragoes — por enquanto s6 numa drea chamada Teoria de Catego-
rias, que nao tem quase nada a ver com Célculo — em duas etapas,
como se a gente fizesse as “contas” primeiro e s6 acrescentasse as
“hipéteses” depois. Tem dois artigos meus que explicam isso de
jeitos bastante legiveis:

http://angg.twu.net/math-b.htnl#2022-nd
http://angg.twu.net/math-b.html#idarct

Acho — sendo otimista, 6bvio — que daqui a uns anos eu vou
conseguir adaptar essas idéias pra formalizar a matéria de Calculo
2 em Lean. E quando eu conseguir fazer isso eu vou conseguir
lidar bem melhor com uma das coisas que me dé mais 6dio no
meu trabalho como professor, que sao aqueles alunos que escrevem
os maiores absurdos numa prova e depois ficam insistindo AOS
BERROS que ta tudo certo na prova deles e que eu sé dei nota
baixa pra eles porque eu tava de marcacio com eles... ai eu vou
poder responder “se a sua resposta td certa traz ela formalizada em
Lean”.
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https://www.ma.imperial.ac.uk/~buzzard/xena/natural_number_game/
https://plfa.github.io/
https://leanprover-community.github.io/mathlib_docs/analysis/calculus/deriv.html
https://leanprover-community.github.io/mathlib_docs/analysis/calculus/deriv.html
http://angg.twu.net/math-b.html#2022-md
http://angg.twu.net/math-b.html#idarct
http://angg.twu.net/2022.1-C2.html

A operacao “diferenca”

Defs:
J@IZ, = f0)—fla)
exprl3=, (expr)[z := 0] — (expr)[
[DefDif] = (F(x)r”f -

r=a

Os livros costumam usar a primeira definigdo acima.

Exercicio 1.
Expanda e simplifique o maximo possivel:

a) xﬂiii f) (IS*.T2)|§:;O
I S e O 'y
o 2[*Z) h) 2? — (22" 10)
Y e

0 I

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022dec16
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Exercicio 2.
Lembre que:

[TFC2] = ( / :bF’(:z:) do = F(x)g;g)

a) Calcule o resultado desta substituicao:

b) Use o resultado do item (a) pra calcular
f;_:; 4 — (x — 2)?dz. Dica: o resultado final

vai ser 32/3.

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl6 18:34
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Vamos chamar o método do slide anterior
“integracao por TFC2 e chutar-e-testar”...
Obs: no exercicio eu chutei a F'(z) certa.

Exercicio 3.
Integre por TFC2 e chutar-e-testar:

r=m/2
a) / cosxdr ="
x

-0
T=T
b) / senzdr =7
=0
T=Tr
c) / senzdr ="
r=m/2

=06
d) / sen(2x +3)dx =7

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022dec16
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Férmulas pra mudanca de variaveis (2022.1)

rx=b

[ 1@ — f(q(r))\

" ~ a0} - Slata)
F@)Z5

u=g(a)

u=g(b)
- / ) du
u=g(a)

u=g(b)
r)de = "(u) d
< T /u:g(a) f'(uw) du )
Se F'(u) (u) entao: v—b
= / " e [ fatand@ds
[MVs] = oo MV, = S

MV, =

MV, =

9(b) /u q(b)f( )
2o u=g(b) " u) du
Flli- zﬁw = [ o

g(a)

Se F'(u) = f(u) entao:
Flota) = [ Flate)g'a)ds [
[MVL] = |
Fu) = /f(u)du /f(u)du,

Obs: u = g(z) Obs: u = g(x)

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl6 18:34
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Uma demonstragao do [MV,]

[DefDif] = (F(x [ F(b)—F(a))

[TFC2

I
—~

[DefDif] [ F@):=f(g)] =

[DefDi f]{mzq(ﬁ%“} = (F@r=e = o) - 1ig@)

bi=g(b)

FO=fe@) | _
[TFCQ]{HJ =7 e o ] =

y(b u=g(b) , w—o(b)
[TFC2) Fgu g<;gu) = ([ rwde = sz

|
Y
I
<
O
~_—

/ flo(@)g @) de = flg@)iz,
= Flz®)
u=g(b)
- / F/(w) du

u=g(a)

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl6 18:34
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Um exemplo de mudanca de variavel

r=b
[ rewe e - <<L>>\§:
" ~ Jg0) - Flgla)

EMV1] = u=
(EAVY) = Tl

ru=g(®)
= [ rada
u=g(a)

[T ren 2 = sonit
= f(2b) - f(20)

= Sl
u=2b

= / f/(u)du
u=2a

/I:b sen(2z) - 2de = (— CO’(2"))‘ij‘
Jr=a (—cos(2b)) — (— cos(2a))

[EMV2] = [1:1\1\/1][((),);2;] -

[EMVS] = [EMV2] {ff( (Z)ifistﬁ?l?] - = (—cos(u))[=2
u=2b

= / sen(u) du
u=2a

[EMV4] = (/ sen(1 schL zl:v)
u=2a

u=b w=b/2
[EMV5] = < / sen(u) du 2sen(2z) dx )
w=a/2

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl6 18:34
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Outro exemplo de mudancga de variavel

Aqui a gente nao substitui a f, s6 a f'...

Digamos que f(z) = tt:f tant dt,
e portanto f'(z) = tanz.

[OEMV3] = [EMV2][f'(z) := tanz]

[OEMV4]

[OEMVS5)

/i: tan(2z) - 2dz = (f(22))[;Z
) = (f(20) - (( a))
- = (f)hn
u=2b
= /:2 tan(u) du

u=2b x=b
= ( / tan(u) du = / tan(2z) - 2 dx )
u=2a r=a
u=>b x=b/2
= ( / tan(u) du = / 2tan(2z) do )
u=a r=a/2

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl6 18:34
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Uma figura pra mudanca de variavel

2 = u
r=b u=>b?
/ sen(2?) - 2xdr = / senu du
T=a u=a?
| | | -
| | |
Uo Uy U us

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl16 18:34
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Links

Aqui tem links pra como alguns livros apresentam

o método da mudanca de variaveis...

http://angg.twu.net/2021.1-C2/martins_martins__sec_6.1.pdf
http://angg.twu.net/2021.1-C2/APEX_Calculus_Version_4_BW_secs_6.1_6.2.pdf
http://angg.twu.net/2020.2-C2/thomas_secoes_5.5_e_5.6.pdf
http://angg.twu.net/2022.1-C2/ross__elementary_analysis_secs_10_32_33_34.pdf#page=42

De todos esses o tinico que eu acho realmente honesto é o Ross.

Em todos os outros a variavel nova é tratada a vezes como
uma variavel independente, as vezes como uma variavel
dependente, e as vezes como uma abreviagio...

Eu levei mais de 10 anos pra entender como essa gambiarra
funcionava. Vocés vao ver um pouco sobre o meu modo
atual de entender ela em Célculo 3, nesta parte do curso:

http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C3-notacao-de-fisicos.pdf#page=9

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl6 18:34


http://angg.twu.net/2021.1-C2/martins_martins__sec_6.1.pdf
http://angg.twu.net/2021.1-C2/APEX_Calculus_Version_4_BW_secs_6.1_6.2.pdf
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Um exemplo com contas

Isto aqui é um exemplo de como contas com integracao
por substitui¢do costumam ser feitas na pratica:

/2cos(3x+4) dx
— /2( 3 ) ld
= cosu) - = du

2
f/cosudu
3

= _senu
3

2
= 3 sen(3z + 4)

E necessario indicar em algum lugar que a relacéo
entre a variavel nova e a antiga é esta: u = 3z + 4.

Dé uma olhada nos exemplos do livro do Miranda:
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=190

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl6 18:34
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Um exemplo com contas (cont.)

Compare:
r=b
2 COS(?)ZL' + 4) dx / 2 COS(S.T -+ 4) dx
T ru=sb+a 1 1
= / 2(cosu) - = du = /2(cos u) - = du
u=3a+4 3 . 3
2 u=3b+4 2
= */ cosudu = - [ cosudu
% u=3a+4 3 h
= 3 ( (senu) |zz;i’:;) = gsenu
2
2 =3 sen(3z + 4)

=3 ((sen(3x + 4))|ij)

Nos vamos tratar a versao da direita como uma abreviacao da versao
da esquerda — pra ir da esquerda pra direita a gente apaga os limites
de integracao, o que é bem facil... pra ir da direita pra esquerda a gente
precisa reconstruir os limites de integracao, o que ¢ mais dificil.
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Outro exemplo com contas
/(sen x)(cos x)® dx
= /(sen x)°(cos x)*(cos ) dx

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022dec

216

S =8Senx
ds __

P COS T
Ssenxr = S

(cosz)? =1—s*
coszdr = ds

18:34
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Substitui¢ao na integral definida

Eu vou chamar a demonstracao abaixo de [S2].

Ela é uma série de trés igualdades: o ‘=" de cima,

o ‘=" de baixo, e 0 ‘=" da esquerda (que é um ‘II’).

Eu vou chamar o “F’(u) = f(u)” de a hipdtese do [S2].
Obs: nods ainda nao acreditamos nessa demonstracao...

vamos verificar as igualdades dela daqui a alguns slides.

Se F'(u) = f(u) entdo:

r=b
F(g(x))iz, = f(g(x))d () dz
u=g(b)
W) =90 w) du
Falzy = f o

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl6 18:34
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Lembre que dé& pra substituir s6 alguns simbolos...
Por exemplo:

Se F'(u) = f(u) entdo:

Flgo)= = [ flg@)d(z)dz
u=g(b)
F)’=0®) = /z() F(u) du
Se F'(u) = f(u) ent:abo;
F(2x)|22) = F(2) - 2de
[S2][g(z) :=22] = ! z=a
Fwl - [ F(w) du

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl6 18:34
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Também podemos substituir o f por F”...
E ai a hipotese passa a ser “trivialmente verdadeira”:

Se F'(u) = f(u) entdo:
z=b

Pl = [ fo(e)d(@) da
52] = | v=a
u=g(b)
rl = [ |
Se F'(u) = F'(u) ent%o:
Fy@)Z, = [ Flo)ga)ds
[S2][f(u) == F'(u)] = I e

w=g(5) u=g(b) )
Flu)i=® = / F(u) du

=g(a)
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Um caso em que o TFC2 da um resultado errado

Se F(z) = —az~!
entdo F'(z) = 272, e:

Lo F@)de = P2

r=—1 r=—1

(—17) = (L~
- 2

.

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl16 18:34
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Outro caso em que o TFC2 da um resultado errado
Isso aqui foi uma questao de prova que
metade da turma errou... =( Links:

http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-P1.pdf#page=3
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-P1.pdf#page=8
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-somas-2.pdf#page=50

[ i@ = Fek

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl16 18:34
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Neste semestre eu vou tentar

explicar o TFC2 e as consequéncias dele —
tipo: TODAS as técnicas de integracdo sao
consequéncia do TFC2 — com uma abordagem
diferente da do semestre passado.

Dé uma olhada nestes slides do semestre passado:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-0s-dois-TFCs.pdf
Leia as paginas 2 até 4 dele,

a definigdo no fim da pégina 7,

e as paginas 10 até 12.

Exercicio 1.
Faga os exercicios 1, 2 e 3 do PDF acima —
mas ao invés de fazer o 2 como eu pedi no semestre
passado faca esta versdo modificada dele:
F(z) = 22% — ?
F'(z) =4z — 2?
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Exercicio 2.
Assista este video,

http://angg.twu.net/eev-videos/2021-2-C2-int-subst.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=YbVfNi-xGNw

e depois tente entender cada uma
das igualdades do slide 7.

Dica: os ‘=’s do slide 7 tém montes
de significados diferentes dependendo
do contexto. Tente fazer uma lista de
significados e prontncias.

Obs: os préximos 3 slides nao sao
autocontidos — vocé vai precisar
assistir o video pra entendé-los.

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl6 18:34
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A férmula da derivada da fungao inversa

e
A
Th(g(x)
(g(r))g (z

g'(x

[DFI1] =

[DFI2] = (f g

)
gz

Exercicio 3.

fly) =e

a) [DFLI] [ (())—h:;] =
g (z):=In'x

)
)
)
)
)

)

)

%x =1
f'(g(2)g' (x)
1

(9(1))

Exercicio 3 (cont.)

b) [DFI2]

¢) [DFI2]

d) [DF12]

¢) [DFI2]

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl6 18:34

fly) =92

I'y) =2y
g(x) = sqrt(x)
L9’ (%) := sqrt’(z)

f'(y) := cosy
g(z) := arcsen(z)

Ti=s
f(0) :=send
f(0) := cos b

g(s) := arcsen(s)
L9 (s) := arcsen’(s) |

f(@) ;9039
)

() := —send
g(c) := cos™!(c)
[5(0) = (cos (0

[ f(y) =seny ]

L9 () := arcsen’(z) |

24
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Mais algumas féormulas que nao valem sempre

(cosx)? + (senz)? = 1
(senx)? 1 — (cosx)?
(senzx)? = /1 — (cosx)?
senz = 4/1— (cosx)?
(cosz)? = 1— (senx)?
(cosz)? = 1 — (senx)?
cosz = /1 — (senx)?

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl6 18:34
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Exercicio 4.

a) Escolha um ndmero entre 42 e 99.
(Se vocé nao conseguir converse com seus colegas!!!)

b) Escolha um « € R tal que sena < 0

e verifique se sena = /1 — (cos @)2.

Dica: escolha um « para o qual vocé sabe sen « e cos a.

¢) Escolha um g € R tal que cos 8 < 0
e verifique se cos 8 = /1 — (cos §)2.

d) Faga uma cépia do grafico abaixo num papel

e desenhe sobre ela os conjuntos:

A = {0€][0,27] | senf = /1 — (cosb)? },
B = {6€]0,2n]]| cosf = /1 — (senf)? }.
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Juntando férmulas estranhas

flo@) = o
/ _
9@) = weay
elnz = 7
In'z = —
_ 1
f;:;ln/xdm = Inz|"2"
[ bdr = afZ

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl6 18:34
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Juntando férmulas estranhas

flg(x)) =

g ()
sen(arcsen x)
arcsen’ r

r=b
[ arcsen’ x dx
T=a

famda:

i

L
f'(g(2))

i
1
cos(arcseln x)

y/(cos(arcsen ))2
1

\/1—(sen(arcsen z))2
1

V1—z? X

arcsenz|i_,

arcsenz|,_,

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl6 18:34
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Exercicio 1.
Lembre que:

ec) = ([ L i = Fel)

=a

Calcule os resultados destas expansoes:

a) [TFC2] [F(x) = F(g(x))}

b) [TFC2 [ i u] [;; . %ﬂ

...e verifique que se f(u) = F'(u) entao:
¢) o que vocé obteve no (a) prova o ‘=" de cima da [S2],
d) o que vocé obteve no (b) prova o ‘=" de baixo da [S2],

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl6 18:34
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O ‘I & esquerda na [S2]
¢ bem facil de verificar... 6:

F(g(x)iZ, = F(g(b) — F(g(a))
_ F(u)lu=9(b)

u=g(a)

Se vocé conseguiu fazer todos os itens

do exercicio 1 e conseguiu entender isso ai
entdo agora vocé entende o [S2] como uma
demonstragao — vocé entende todas as
igualdades dele.
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Pra que serve a hipétese do [S2]?
Ela serve pra gente lidar com ‘f’s que a gente
nao sabe integrar! Por exemplo:

Se F'(u) = f(u) entdo:

z=b

Flg@)iZ, = fg(@)g () dz
[S2] = | r=a
u=g(b)
A s L W) du
Pl = [ s
Se F'(u) = tanu entao:
r=b
o @) = tana] F(2z)["=0 = /x:a tan(2z) - 2dx
{ ][g(u);Qu} B [

u=2b
P = [ ) du

=2a

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl6 18:34
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Uma versao do [S2]| para integrais indefinidas
Compare... e repare no “Obs: u = g(x)".

Se F'(u) = f(u) entdo:

Fla)= = [ fo()g'() de
52 — | a=a
u=g(b)
w)["=90) = u) du
Fal) = [ L

Se F'(u) = f(u) entao:
Flo@) = [ fo@)g (@) do

Obs: u = g(x).
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Versoes sem a parte da esquerda

Compare:
Se F'(u) = f(u) entégl:)
F(g(@);Z, = flg(x))g'(z) dz
52] — | v=a
u=g(b)
w)['=90) = u) du
Fl) = [ L
| @)@
S
[
u=g(a)

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl6 18:34


http://angg.twu.net/2022.1-C2.html

Versoes sem a parte da esquerda (2)

...e compare:

[s21]

Se F'(u) = f(u) entdo:
Flo@) = [ fo@)g (@) do

/ F(o(2)d () da
1

f(u) du
Obs: u = g(x).

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl6 18:34
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As pessoas costumam usar variagoes da [S3l],
geralmente sem darem um nome pra func¢ao g(u)...
Lembre que em varios exercicios que nos ja fizemos
ficava implicito que vocés tinham que descobrir qual

era a substituicao certa... por exemplo:

S
fla):="]
(J@EZ =10~ f@) | a:=7
b:="7 |
. fla) =2
(=10 - f@) | o=
2
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Exercicio 2.

Nos livros e nas notas de aula que vocé vai encontrar por ai

0 “Obs: u = g(x)” da nossa [S3I] quase sempre aparece escrito
de (ZILHOES DE!!!) outros jeitos, entdo o melhor que a gente
pode fazer é tentar encontrar as substitui¢oes que transformam
a nossa [S3l] em algo “mais ou menos equivalente” as
igualdades complicadas que eu mostrei no video e que eu disse
que a gente iria tentar decifrar...

Nos itens a e b deste exercicio vocé vai tentar encontrar
as substituigbes — que eu vou escrever como ‘[?]" — que
transformam a [S3l] em algo “mais ou menos equivalente”
as igualdades da direita.
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Exercicio 2 (cont.)
Encontre as substitui¢oes ‘[7]’s que fagam com que:

/f(g(:c))g’(x) dx /2008(31’ +4)dx
I .
a) [7] vire algo como I

o [rn L

/(sen 7)°(1 — sen x?)(cos ) dx
b) [S31][7] vire algo como [

/55(1 —s%)ds
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Gambiarras

Em geral é mais pratico a gente usar umas gambiarras
como “j—zd:c = du” ao invés do método “mais honesto”
que a gente usou no exercicio 2...

As vezes essas gambiarras vao usar uma versao disfarcada

do teorema da derivada da fun¢do inversa: % = -,

du
e umas outras manipulagoes esquisitas de ‘dx’s e ‘du’s
que s6 aparecem explicadas direito nos capitulos sobre
“diferenciais” dos livros de Célculo.

Nos vamos comecar usando elas como gambiarras mesmo,
e acho que nesse semestre nao vai dar pra ver como
traduzir cada uma delas pra algo formal...
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Gambiarras (2)
Quando a gente esta comecando e ainda nao tem pratica
este modo de por anotagoes embaixo de chaves ajuda muito:

/(senx)5(1 — (senx)?) (cosz) doz = /55(1 —s%)ds
%d

Quando a gente ja tem mais pratica acaba sendo melhor
por todas as anotacoes dentro de caixinhas — por exemplo:

senx = s
ds _ d o
= 4-SenT = CosT
coszdr = ds
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Gambiarras (3)

Essas caixinhas, como

senxy = S

ds __ d _
dr — gz SENT = COST

coszdr = ds

vao ser os unicos lugares em que ndés vamos permitir
esses ‘dr’s e ‘ds’ “soltos”, que nao estao nem em
derivadas e nem associados a um sinal f .

E esses ‘dx’s e ‘ds’ “soltos” s6 vao aparecer em linhas

que dizem como traduzir uma expressao que termina em ‘dx
numa integral em z pra uma expressao que termina em ‘ds’
numa integral na variavel s.

Y

Nos vamos evitar usar s como uma abreviacao para sen .
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Mais sobre as caixinhas de anotagoes
Tudo numa caixinha de anotagoes é consequéncia
da primeira linha dela, que é a que define a variavel
nova. Por exemplo, se definimos a variavel nova como
¢ = cosz entao j—c = 4 cosx = —senx, e podemos

T dx
reescrever isso na “versao gambiarra” como:

dc = —senz dx, e também como senz dx = (—1)dc.

A caixinha vai ser:

C=COST

de _ d _

o = - COST = —senw
dc = —senx dx

senxdr = (—1)dc
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Mais sobre as caixinhas de anotagées (2)
Muito importante: cada linha das caixinhas

¢ uma série de igualdades — por exemplo
expr,; = expr, = exprs — e cada uma dessas
expressoes expry, ..., expr, s6 pode mencionar
ou a variavel antiga ou a variavel nova...

Entao:
Bom: dc = —senzdx
Mau: de = dx
d —senx d
.ode _
Bom: go = 4-COST
de

Truque: em o ¢ faz o papel de uma abreviacao
e
para cos x, nao de uma variavel.
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Mais sobre as caixinhas de anotagées (3)
Quando a gente faz algo como

Cada chave é como uma igualdade da caixa de anotagoes
“escrita na vertical”... por exemplo, “senz” é s = sen x.
-~
S
As outras chaves correspondem a outras igualdades da
caixa de anotagoes — que tém que ser consequéncias
desse s = sen .
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Mais sobre as caixinhas de anotagdes (3)
Isto aqui esta errado:

/(senx)5(1 — (ge\nﬂa;)z) (cosz) do = /(SCIIIE)5(1 — s%)ds

s ds
dx
——
ds
A esquerda do ‘=" a gente tem uma integral na qual

sO aparece a “variavel antiga”, que é x, e a direita do ‘=’
a gente tem uma integral na qual aparecem tanto a variavel
antiga, r, quanto a nova, que é s...  =(

Lembre que tanto o truque das caixinhas quanto o truque das
chaves servem pra gente conseguir aplicar a [S3l] de um jeito
mais facil, e no [S3l] uma integral usa s6 a variavel antiga

e a outra usa s a nova.
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Exercicio 3.
Leia o inicio da sec¢ao 6.1 do APEX Calculus
e faga os exercios 25 até 32 da pagina 280 dele. Link:

http://angg.twu.net/2021.1-C2/APEX_Calculus_Version_4_BW_secs_6.1_6.2.pdf

Exercicio 4.

Leia o inicio da se¢ao 6.1 do Martins/Martins
e refaga os exercicios resolvidos 1 a 6 dele
usando ou as nossas anotagoes sob chaves ou

as nossas anotagoes em caixinhas. Link:
http://angg.twu.net/2021.1-C2/martins_martins__sec_6.1.pdf
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Exercicio 5.

A questao 2 da P1 do semestre passado dizia que:

Toda integral que pode ser resolvida por uma sequéncia
de mudangas de variavel (ou: “por uma sequéncia de inte-
gragoes por substituicao”) pode ser resolvida por uma mu-
danca de variavel so.

E ela pedia pra vocés verificarem isso num caso especifico.

Tente fazer essa questao olhando poucas vezes pro gabarito dela.
Link:

http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-P1.pdf#page=4
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Se F'( ) f ) entdo:
F (g f(g
[S2] /

w—g(b) g(b)
F(u)|u_g(a) _ /u=g<a> Fu) du

Se F'(w) = cos(2 + w) entao:

F(JB) = /amz+¢m-@¢wld

S2Lf () = F/(w)] = n
Fw) = /cos(2+w) dw
Obs: w = \/v.

Introducao

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl6 18:34
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No ultimo PDF e na P1 a gente viu como fazer
“integracao por substituicao” de um jeito mais ou menos
facil de formalizar... agora a gente vai ver o método

que os livros usam, que nos permite fazer as contas bem
rapido, mas que usa varias gambiarras, algumas delas
bem dificeis de formalizar.

Os nomes “integracao por substituicao” e “integracao
por mudanca de varidvel” costumam ser equivalentes.
Vou me referir ao método que a gente vai ver agora como
“mudanca de variavel”, “mudanca de variavel por
gambiarras”, “MV”, ou “MVG”, pra gente poder usar

o termo “substitui¢do” pro ‘=]
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Introducgao (2)

Cada livro usa convengoes um pouco diferentes pra como
escrever as contas por MVG. Eu vou usar a conveng¢éao do
exemplo do préximo slide, em que a resolucao da integral
fica a esquerda e as caixinhas indicando os truques que
usamos em cada MV ficam a direita, separadas da contas
da integral.

A primeira caixinha tem os truques pra mudar
da variavel x pra variavel u e pra voltar de u pra .

A segunda caixinha tem os truques pra mudar
da variavel u pra varidvel v e pra voltar de v pra wu.

A terceira caixinha tem os truques pra mudar
da variavel v pra variavel w e pra voltar de w pra v.

A quarta caixinha tem os truques pra mudar
da variavel w pra variavel y e pra voltar de y pra w.
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3 cos (2—|—\/3x—|—4) dx

24/3z+4

_ fcos (24++/u+4) du

2@
f COS

fcos 2 + w) dw
[ cosydy

seny

sen (2 + w)

sen (2 + 1/v)

sen (2 + \/m)
sen (2 + V3z + 4)

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022¢
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Limites de integracao

A coluna da esquerda tem uma série de integrais sem
limites de integracao — a gente esta trabalhando numa
notagao abreviada em que os limites de integracao foram
apagados. Eles podem ser recolocados de novo no final,
quando a gente for transformar essas contas abreviadas
numa versao “desabreviada” delas.

Os limites de integracao em x sao diferentes

dos limites de integracao em u, que sao diferentes
dos limites de integracao em v, que sao diferentes
dos limites de integracao em w, que sao diferentes
dos limites de integracao em y.

Detalhes em breve!

2022-1-C2-algumas-t-ints 2022decl6 18:34


http://angg.twu.net/2022.1-C2.html

A coluna da esquerda tem uma série de igualdades.

Ela é da forma (expr;) = (expra) = ... = (expr,),
mas a gente escreve essa série de igualdades na
vertical.

Repare que na coluna da esquerda
“as variaveis nao se misturam”:

(expr1) e (exprig) sdo “expressoes em z”
(expra) e (exprg) sao “expressoes em u”,
(expr3) e (exprg) sdo “expressoes em v”,
(exprs) e (exprs) sdo “expressdes em w”,
(exprs) e (exprg) sdo “expressoes em y”.
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A regra mais importante de todas

Na coluna da esquerda cada expressao é
uma expressao “em uma variavel s6”.
Se vocé escrever algo como

/cos(? +w)dy

Isso é um ERRO CONCEITUAL GRAVISSIMO
e a sua questdo ¢ ZERADA.

A gente nao vai ter tempo de ver o porqué disso...
O motivo é que com essa proibicdo o método pra
“desabreviar” as contas fica simples —

sem essa proibicao ele fica BEM mais complicado,
e a gente precisaria de uns truques de “notacao
de fisicos”, que é um assunto bem dificil de
Célculo 3, pra definir o método de desabreviagao.
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As caixinhas de truques

As caixinhas de truques da MVG tém uma sintaxe
BEM diferente das caixinhas do ‘[:=]".

Pra enfatizar isso a gente usa ‘=’s dentro delas,
nao :=’'s, e a gente escreve elas separadas

do resto, a direita.

Dé uma olhada nas 9 primeiras paginas daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C3-notacao-de-fisicos.pdf

Dentro cada caixinha de truques da MVG a gente
vai usar algumas expressoes que s6 podem ser
formalizadas direito usando a “notacao de fisicos”,
que a gente vai ver com detalhes em C3...

Vou mostrar como “ler em voz alta” uma caixinha
e a gente vai tentar usar elas meio de improviso.
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Lendo uma caixinha de truques em voz alta

u = 3x
s
du = 3dzx
dx:%du

Digamos que u e x sao variaveis dependentes,
que obedecem a equacao u = 3x.
Entao podemos tratar « como uma funcgao de z,

e temos Z—Z = %(u(az)) = %(31‘) = %(u(m)) = 3.
Multiplicando os dois lados de 3—;‘ = 3 por dz
obtemos du = 3 dz; e multiplicando os dois lados de

du = 3 dx por % obtemos dr = %
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Na caixinha

u =3z
@ =3
du = 3dzx
d:t:%du

as duas ultimas linhas sdo igualdades entre expressoes
incompletas. Vocé viu na P1 como substituir expressoes
incompletas, como parénteses, bananas e lentes...

Em expressoes das formas ‘[ ... dz e ‘[ ... du o ‘da’

e o ‘du’ fazem papel de “fecha parénteses”, e as igualdades
du = 3dxr e dxr = %du indicam substituicoes que vocé vai
poder fazer nas integrais do lado esquerda que vao ser
parecidas com as da questao 2 da P1.
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Exercicio 1.

Reescreva os exemplos 1 a 4 da se¢ao 6.2 do livro do
Daniel Miranda na notagao que eu disse que nés vamos
usar, em que todas caixinhas de truques sao escritas
explicitamente.

Link:

http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=189
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Mini-teste 2

(Veja o rodapé pra detalhes).

Isto aqui é um exemplo do livro do Miranda:

Problema. Calcule a antiderivada de (sen4x)® cos 4.
Solugdo. Observamos que a derivada de sendx é 4cosz,
que é um multiplo do fator cos4z que aparece no inte-
grando. Isso motiva a substitui¢do

d
u = sen 4, du = 4 cosdx dr Tu = cosdx dx
e assim:
5 1 5
(sendz)’ cosdxrdr = 1/ du
171 ¢
= Zl 5 +C
— (s 6 ¢
= 24(§en4z) +C.

Justifique o passo [(sendx)’cosdwde = 1 [’ du. Mais
precisamente: imagine que vocé tentou justificar ele
dizendo que ele é verdadeiro “por mudanga de varidveis”,
e o jogador O respondeu: “me mostra um caso particular
do [MV;] que justifica esse passo” — e o jogador O te da
essa dica daqui: “o [MV,] ¢ sobre integrais definidas, entao
suponha que a primeira integral vai de z = a até = = b".
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Gabarito

Veja estes PDFs pra mais detalhes:

http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-dicas-pra-P1.pdf
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-P1.pdf#page=4

MT2| = (/ sen(4z)” cos(4z) dx = %/us du)

z=b ru=g(b)
MV,] = ( f(g(x)) - ¢'(x)dzx = / 1'(w) du)

As contas sao:

T= =g(a)
) z=b u=sen(4b)
MV, [g?{j;;jjigg‘(‘j;)] = f/(sen(4z)) - 4 cos(dx) do = / - () du
T=a u=sen(4a
g(z):=sen(4z) z=b 5 u=sen(4b)
[MV5] {9’(1)::4005(41)} = / sen(4z)” - 4 cos(4x) dx :/ u® du
f!(u):=u® r=a u=sen(4a)
g(x):=sen(4x) r=b 1 5 u=sen(4b) 1
[MV5] {g’(w)¢:4008(4r):| = / —sen(4x)” - 4 cos(4z) dx :/ —uS du
F)=gu® z=a 4 u=sen(4a) 4
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Videos antigos

Em 2021.1 eu fiz trés videos sobre como integrar funcoes escada que
eu acho que ficaram muito bons. Se vocé ainda nao é capaz de integrar
uma fungao escada em poucos segundos, comece por eles! Links:

http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C2-propriedades-da-integral.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=0RfsWiwelV8

http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C2-propriedades-da-integral-2.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=MmlQTtH5jFo

http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C2-propriedades-da-integral-3.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=J97x7MNpr90

A parte sobre integrar fungoes escada do primeiro video comega no
14:14, e ela é sobre este trecho aqui do PDF (note o page=29):

http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-propriedades-da-integral.pdf#page=29

O segundo video é sobre primitivas diferentes pra mesma func¢ao. O
terceiro video é sobre integrar uma fungao escada resolvendo uma
EDO no olho tracando segmentos de reta com os coeficientes angulares
certos.
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Introducao

O livro do Miranda define primitiva na pagina 181,

e define a integral indefinida na pagina seguinte:
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=182

Ele faz uma gambiarra que é muito comum em livros de
Calculo 2, que ¢é definir primitivas e integrais indefinidas
de um jeito simples demais, que nao funciona pra férmula
[ Ydz =In|z|+ C (que aparece na p.184!l) e funciona
bem mal pra fungoes escada... tem um video bom sobre
isso aqui, mas é em inglés:

“Your calculus prof lied to you (probably)”
http://www.youtube.com/watch?v=udkex7hDC20
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Introducgao (2)

Existem varios jeitos de trocar essas defini¢oes de
primitiva e integral indefinida “simples demais”
que a maioria dos livros de C2 usam por outras um
pouco melhores. O meu jeito preferido é o que eu
vou explicar nas proximas paginas.

Existe uma notacao padrao pro dominio de uma
funcao f: “dom(f)”. Vamos definir o conjunto
domc(f) — pronincia: o “dominio de continuidade”
da f — como o subconjunto de dom(f) que s6 contém
os pontos em que a f é continua...
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Introdugao (3)

Agora vamos escolher a definicado de primitiva mais
simples possivel que faga as solugoes dos exercicios

8 e 9 daqui serem primitivas da f do enunciado:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-TFC1.pdf#page=48

A definicdo vai ser esta aqui:

Uma funcao F' é uma primitiva da funcao f
quando estas quatro condigoes sao obedecidas:

1) dom(F') = dom(f),

2) F é continua — ou seja, domc(F') = dom(F),
3) a F' é derivavel em todos os pontos de dome( f),
4) para todo = € domc(f) temos F'(x) = f(x).
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Exercicio 1.
Entenda a definicdo do slide anterior e verifique que
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P1 e escadas
alxgzb
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Compare com:
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Introducao

Nos livros é bem comum encontrarmos trechos como este aqui...

Lembre que esta ¢ a férmula da regra da cadeia:

= flate) = 1oty @)

Substituindo f(z) e g(x) nela por senz e 22 respectivamente,
obtemos:

d
P sen(2z) = cos(2) - 2

Nos precisdavamos de uma notagao curta e precisa pra esse
tipo de substituigéo, e eu introduzi essa notagio aqui:

10 = (gt = o))

f(z) :=senx

_ (%sen(zl-) — cos(21) - 2)

2022-1-C2-dicas-pra-P1 2022dec16 18

Quando nés tentamos traduzir essa duas nota — a original em
portugués e a formalizada — pra uma operagao “que um computa-
dor conseguisse executar” nés vimos que a traducio nao era nada
6bvia. Nos fizemos uns exercicios representando as expressoes em
arvores e fazendo tudo passo a passo, testamos algumas tradugoes,
e vimos que se:

n 1. |f(@) = sen(a)
= [ 9(0)=2-a

SAu| = sen((a)[SA, )}
a))[SA,] =2 (a)[SA,

(f(g(100))) S\ = (sen(g(100)))

(F(9(100)))[SA.] = (sen(2-100)) ,
e a tradugdao |5\, é a que corresponde ao que os livros fazem
quando eles dizem “subtitua”.. a [SA\; é uma substitui¢io que
“para pelo meio do caminho” e nao substitui tudo que deveria.
Em termos beeem técnicos, acho que a substituigao que nés quere-
mos usar é o “call-by-name”,
https://en.wikipedia.org/wiki/Evaluation_strategy#Call_by_name
mas numa versao simplificada que niao tem o truque pra evitar
captura de varidveis ligadas.
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desta forma:

(.

d
Tl z )= Flo(z ) g (=)
T ~— ~— ~—
=z =z =
=z —— N—
= 42.x , = 42-x , = 42
= sinv(42-:p) = 00;?42-@
= %;;(42.33) = COS?&'$)42

= L sin(42-z)=cos(42-z)42
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[MVI] =

r=b
[ et - 5

F(u)]

Obs:

u=g(b)
u=g(a)

u=g()

/ H9(@)g (@) de

(a(ﬂ)l
= flg(®) - ())
= f(u) u=g(b)

u=g(a)
/ u=g(b)
— ‘I
u=g(a)
/u g(b )

/ 1 MV,]

(u) entdo:

u=g(b)
= / f(u)du
u=g(a)

Se F'(u) = f(u) entdo:
F(g(z)) =

[MVL] =

2022-1-C2-dicas-pra-P1 2022dec16

/ 1o

u=g(a)

[ ety @) as

/f(u) du
Obs: u = g(z)
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No mini-teste 2 - link:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-MT2. pdf

eu pedi pra vocés justificarem um passo de um exemplo

do livro do Miranda como nesse jogo aqui,
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-der-fun-inv.pdf#page=6
como se o jogador O tivesse dito “justifica essa igualdade
com um caso particular do [MVy] ou do [MV3]”, onde

[MV,] e [MV3] sdo as demonstragoes da mudanca de varidvel
da pagina anterior... a [MV;] e a [MV3] s@o pra integral
definida, entdo vocé vai obter um caso particular que é s6
“parecido” com a igualdade que vocé quer justificar.
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Mv2:</ g dr— ) du

u 9(a)

a) = ’ z=b U= 5911(41)
S4] = L},éa)); 48222?5;)] IMV,][54] = (/ f'(sen(4z)) - 4 cos(da) dv = / "
a) = tsen(4x o z=b u—4ben(4z)
[S5] = [g;,(()]) ::icc?s(glt?] [MV,][S5] = (/ F( sen(4ac)) cos(4z) dr = / .
g(a) := Lsen(4a) - 5 : Lsen
[S6] = [9'(0) = 0048(4(0) S6]) IMV,][S6] = (/ ' (l sen(4x)) - cos(4z)de = / (4b) >
F(@) = ((a)[s56)° = 4 ASen(4a)
g(a) == sen(da) b 4 5 1;%“ 417)
571 = [g'(ar) :=cos(4(a)[ST])|  [MV,][ST7] = (/ 4- (1 sen(4x)) - cos(4r)dx = >
flla) =4 ((a)57 )5 r=a u sen(4a)
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Calculo 2 - 2022.1

P1 (Primeira prova)

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
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Introducao

Lembre que a gente ndo teve tempo no curso
pra “aprender a resolver integrais” no sentido
usual... “resolver integrais” significa comegar com
um problema como, sei 14, por exemplo,

2% + 422 + 52 +6 .
—_———dx = 7

2+ T7x+38

e af fazer um monte de contas até transformar a
expressao original numa expressao que “é mais fa-
cil de calcular” porque ndo tem mais um sinal de
integral, e depois checar se todas as contas estao
certas e listar quais condigoes tém que ser verdade
pra todas as igualdades serem verdadeiras...

No curso s6 deu tempo da gente fazer o inicio disso,
que é aprender e ler contas de “resolver integrais”,
e entender, verificar e justificar cada passo delas.
Em vérios dos problemas desta prova vocé vai ter
que justificar os passos mais dificeis de certas “con-
tas de resolver integrais”. Eu tentei fazer essa
prova de um modo que valesse muito a pena vocés
relerem ela depois e tentarem entender e justificar
os outros passos dessas contas...

2022-1-C2-P1 2022decl6 1¢

...mais precisamente: 1) eu escolhi integrais que
usam técnicas que vao ser muito tteis nas matérias
que vém depois (principalmente as de Fisica); 2) eu
pus links pra mais textos (com exercicios!) sobre
essas técnicas de integragao; 3) e se vocés tiverem
que fazer vista de prova eu talvez pega pra vocés
justificarem outros passos da contas pra ver se
vocés estao sabendo a matéria...

A prova vai ser posta neste link aqui em breve:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-P1.pdf

Estudem por ela quando der!
Boa proval =)
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Questao 1

(Total: 5.0 pts)
(Sobre fragoes parciais)

Considere:

/

/ld.r,

x

/ 1
r+a

dz

z+3 xz+5

62 + 22 -
P8z 15"

W

@

In |z

/l du
u
In |ul
In|z + a
2(x +5) 4(x +3)

3@t  @i3)@ts)
2(z +5)+4(z+3)
(+3)(x +5)
2241044z + 12
(z+3)(z+5)
6z + 22
2248z + 15

2 4 4 d
r+3 x+5 v

2 4
z+3dr+/r+5dx

1 1
2/I+3dt+4/mdz

2In |z + 3| 4+ 4In |z 45|

Sejam [FP1], [FP2] e [FP12] as igualdades
numeradas a esquerda.

a) (2.0 pts) Mostre como justificar o ‘2’
usando o [MV2].

((12),

b) (3.0) pts) Mostre como justificar o
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Questao 1: gabarito

Pra fazer o item (a) eu vou comecar dando um nome

curto — [FP,] — pra igualdade 26 relembrando qual é

a formula [MV,]:

FPy] = /71 dar:/ldw)
J r+a u

x=b
MV5)] f'(g(x)) - g'(x)dz =

v=a Ju=g(a)

...e agora vou procurar uma substitui¢do que transforma
a [MV,] em algo parecido com a [FP,]. Eu nao consigo
encontrar ela direto, entdo vou fazer varios chutes — a es-
colha da substitui¢do — e testes — escrever por extenso o

resultado da substituigao e ver se esse resultado é “pare-

cido” com a [FP,]:
( . fllz+a) lde = /“:H‘z f'(w) du)

u=a+a

ra=c ru=c+a
(/ flota) 1de= / f’(u)du)
Ja=b Juzs+a
a=c u=cta
= (/ L lde = / 1 du)
w=b THa u=bta U
O tltimo resultado acima é bastante bom. Note que ele

tem um ‘-1’ e que ele descreve uma mudanca de varidvel
na integral definida, néo na integral indefinida.

-
MV, { L

o
r g’
[MV5] [ 7@

Agora o item (b).
@ @

Se combinarmos as igualdades
obtemos a igualdade abaixo:

1
[FPys) = (/*dz:ln\era\)
T+a

Ela vale pra todo valor de a.
particulares dela:

Aqui estao dois casos

P 1= [F — — 1 —
[FPu—s] = [FPy] [a:=3] = /z+3dz71n|z+3\
[FPo—s] = [FPas] [a:=3] = /mism-:lnkws\

Considere esta série de igualdades:

Tra de 2 |z +a

F1 @)

P dr = Inlz+3
1 (22)

s dz = Inlz+5|

r+3 T +5
As trés primeiras sao justificadas por férmulas pras quais
nés ja demos nomes, e a tltima é consequéncia das duas
do meio.

1 1
2/ d1+4/ de 2 2Mn|v+3|+4In|z+5|
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Questao 2

(Total: 3.0 pts) a) (3.0 pts) Mostre como justificar o ‘2
(Sobre “integrais de poténcias usando o [MV2].
de senos e cossenos”)

A demonstracio abaixo é do gabarito
de uma prova antiga minha:

/(sen z)*(cosz)® dz
(senz)®(cos z)?(cos ) dz

(senz)®(1 — sen 2?)(cos ) dzx

[
o] ————

s°(1— s%)ds
= s —sTds
s8
T 6 8
_ (senz)®  (senz)®
= s

Esta caixinha aqui

s=senz
ds
4 —cosz
Senz=s
(cosz)?=1—s2
cosz dr=ds

“Explica” a mudanga de varidveis.
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Questao 2: gabarito

/(senx) (1 —sena?)(cos ) da 2 /35(1 - 52)d5>

rr=b u=g(b)
v = ([ s gea= [T .f’(u)du)
z=b s=g(b)
MVy] [u:=s] = / (g z)dr = /: “ f/(s)ds>
g(z) = w a=b s=sen(b)
MV, | g (xu: ‘ s(z } </ f'(sen(x)) - cos(z) dx = /szsm(a) f(s) ds>
@) =21 = %) ra=b s=sen(b)
MV, g,(é)) :::: ?(i((% = </m:“ (sen(ac)5 (1- scn(z)z)) - cos(x)dr = /;
u::=Ss

s=sen(a)

2022-1-C2-P1 2022decl6 18:34
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Questao 3

(Total: 3.0 pts)
(Sobre fungoes escada)
Sejam:

=2
e seja H(z) a fun¢do continua cujo dominio
& o conjunto D = [0,7) U (7,12] e que obedece
estas trés CODdeDeb
1) H(z) = [= f(t)dt se x € [0,7),
2) H(10) =1, e
3) “para todo z € (7,12] temos H'(z)
onde eu pus a expressao acima entre aspas
porque ela é um abuso de linguagem comum
quando a gente fala de fungoes escada...
a traducao disto pra uma linguagem mais
formal é: “H'(x) = g(x) é verdade em
todos os pontos z € (7,12] nos quais
a g(z) é continua.

= gla)",

a) (0.5 pts) Faga o gréfico da F(x).
) (0.5 pts) Faga o gréfico da G(z).

(0
(

¢) (1.0 pts) Faca o grafico da H(x).
(

d) (1.0 pts) Digamos que a fungio M(z) é
definida exatamente da mesma forma que a
H(z), mas mudando o “H(10) = 1” por
“M(10) = 2" Faca o grafico da M(z).

=
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Questao 3: gabarito
flx) = o

F(z) = f;:oz fyde = m
e

Glz) =[5 f(ydt =
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RC) = (- rla(e) = Flat)s o)

r=b
[ 1 i

Fo@)=h
Flg®) — f(g(a))

u=g(b)
Sy

u=g(b)
/

g(a
(u) du
9(a)

MV, =

Lo
[

MV, = g (z)dz £

u=g(b) /u*g(b) fu)d
u=g(b) u) du
F(u)|:= zga) = / o fu)du u=g(a)

Se F'(u) = f(u) entao: .
Flo@) = [ fo@)g/a)de [+
I MVL] =

) = [ fwd [
Obs: u = g(z)

[MVI;) =

Obs: u = g(z)

2022-1-C2-P1 2022decl6 18:34

Se F'(u) = f(u) entdo: ro=b
M = [ s [ teend@ e
MV,] = ’ v = |

10


http://angg.twu.net/2022.1-C2.html

Links pra estudar esta matéria:

http://angg.twu.net/2019.2-C2/2019.2-C2.pdf#page=37
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-fracoes-parciais.pdf
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=240

2022-1-C2-P1 2022decl6 18:34
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Calculo 2 - 2022.1
Aula 31.5: dicas pra P2

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
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Campos de diregoes

A P2 vai ter uma questao de “desenhe o campo de dire¢oes”
que vai ser muito parecida com os itens do Exercicio 1 daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-edovs.pdf#page=5

A péagina 7 desse PDF tem links pra trés videos:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-edovs.pdf#page=7

Tem uma explicacao pra esse Exercicio 1 no segundo

video, a partir do 5:54. Use o terceiro link abaixo:

http://angg.twu.net/eev-videos/2020-2-C2-edovs.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=bNfZUomf 1xg
https://www.youtube.com/watch?v=bNfZUonf 1xg#t=bm54s (Exercicio 1)

Essa questao vai valer um ponto.
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Calculo 2 - 2022.1

P2 (Segunda prova)
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Questao 1

(Total: 2.5 pts)
Isto é um exemplo de substituicdo trigonométrica:

/.&mm ds 2 /(senﬁ)i\/mmcosﬁdﬁ
/(sen 9)“\/leJ cos 6 df

= /(scn 0)*(cos 0)' cos 0 df

= /(sen 0)*(cos 0) do

Alguns livros justificam essa mudanga de variavel dizendo s6 algo

como: “seja s = sen; entdao ds = cos 6 df”.

Note que a gente ndo chega a resolver a integral — a gente s6 trans-
. .. 10 .

forma a integral original, f s*y/1— 2" ds, em algo que é um pouco

mais facil de integrar.

Justifique a igualdade ‘2’ usando o [MV,)].

Férmulas:

o=b u=g(®)
MV = ( [ et gy /:() ./”(U)dU>

(16 = r1at) - 5'0))

RC]
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Questao 2

(Total: 3.5 pts)
Todos os métodos pra resolver EDOs que eu conhego direito

podem ser expressos usando o ;=] Por exemplo, digamos
que a nossa EDO é:
xT
fl@)=—~

Se traduzirmos a (x) pra notacdo antiga — a que eu chamo
de “notacdo de fisicos” (sempre entre aspas!) no curso de
Cilculo 3 — ela vira:

dy @
dr vy’

Uma EDO com varidveis separdveis (obs: vou abreviar
isso pra “EDOVS”; obs 2: eu nunca vi ninguém mais
usando essa abreviagdo) é uma em que “ (df pode ser ex-
presso na forma }((I; com g(z) dependendo s6 de z e h(y)
dependendo s6 de y”. Pra pegar um exemplo concreto,
vamos definir g(z) como —2z e h(y) como 2y; al temos
dy == Z((:; O método pra encontrar solugoes
de uma EDOVSb pode ser resumido na “demonstragao” a
direita. Os passos desse método que ficam implicitos sao:
1) escolha uma primitiva G(x) para g(z); 2) escolha uma
primitiva H(y) para h(y); 3) escolha as constantes C e Co;
4) defina C3 como Cy — Cy; 4) escolha uma inversa H~'(z)
para a fungio H(y) - ela tem que obedecer H~!(H(z)) = .

a) (1.0 pts) Qual é o resultado da substitui¢do ? Dica: ele
deve terminar com algo como y = —v/25 — 22,
b) (1.0 pts) Verifique que a fungao flz) = —V25—a? ¢

uma solugdo para a EDO @ = 75.

¢) (1.0 pts) Verifique que essa solugao passa pelos pontos
(0,-5), (3,—4) ¢ (4,-3).
d) (0.5 pts) Verifique que se estivermos trabalhando s6
com niimeros reais entao f(10) ndo estd definida — ou seja,
o dominio dessa solu¢do nao é o R todo.

g(x)
h(y)
= gla)de

- / o) de
’ I

Gr) + Cy
G(a)+C— Cy
G(a)+ Cy
H4(Gla) + Cy)

EDOVSG] =
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Questao 3.

(Total: 1.0 pts)

Desenhe os campos de diregbes para as EDOs
abaixo. Mais precisamente: para cada um dos 25
pontos com z,y € {—2,—1,0,1,2} calcule o valor
de % naquele ponto, interprete esse valor como um
coeficiente angular, e faga um tracinho com esse
coeficiente angular centrado naquele ponto (z,y).

a) (0.5 pts) Faca isso para a EDO

dy 1
de — z’
b) (0.5 pts) Faga isso para a EDO
dy _x+y
dr 2
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Questao 4

(Total: 3.0 pts)
EDOs parecidas com essa aqui

f'(@) +7f(x) + 10f(x) = (%)

vao ser incrivelmente importantes nos cursos de Fisica.
Algumas delas descrevem “oscilagoes amortecidas”,
como esta figura:

A maioria dos livros “normais” de EDOs ensinam um
modo de resolver a (*) que eu acho muito drido. Nesta
questao vocé vai ver um método pra resolver EDOs desse
tipo que eu acho bem mais legal, e que eu aprendi num
curso de Algebra Linear. Nesse método a gente trata
fungoes como vetores (de dimentao infinita) e a derivada
como uma transformagcao linear (uma “matriz de dimen-
sao infinita”). Quando eu precisar enfatizar que estou
“em Algpbra Linear” eu vou escrever f e D ao invés de
J@)e i

Isto aqui é uma demonstracdo quase completa do modo
rapido de encontrar as “solugdes bdsicas” e a “solucao
geral” da EDO (x)... ela ¢ “quase completa” no sentido
de que ela é o que as pessoas escrevem no quadro quando
explicam esse método, mas sem a parte falada.

f(x )+7f/(»)+10f(t) =
(@) + T (@) +10f(2) =
(didi+7°’ +10)f(z) =
(D?+7D +10)f
(D*+(2+5)D+(2-5)f =
(D+2)(D+5)f
(D+2)(D+5)e =

coocoo

D + 2)(De= + 5e7"")
D +2)(—5e~% + 5e~%)
= (D+2)0

0

(D+5)(D+2)f =0
(D+5)(D+2)e® = (D+5)(De? +2e%)
= (D+5)(—2¢7% +2¢e72")
= (D450
=0
(D?*+ 7D +10)(ve > 4+ de~5) = 0

(Continua...)
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Questao 4 (cont.)

...e isto aqui é uma versao mais curta da demonstracao
da péagina anterior:

J"(@) +7f'(x) +10f (x)

(D*+ 7D +10)f
(D*+(2+5)D+(2-5)f
(D?+ 17D +10)(ve ™% + de~5)

cocoo

Aqui que vocé ja tem uma certa pratica com proble-
mas de “encontre a substitui¢do certa” vocé vai fazer
um problema de “encontre a generalizagio certa”. Vou
explicar ele em portugués.

Vocé vai definir [EDOLP] - de “EDO linear, caso partic-
ular” — como sendo o bloco de quatro igualdades acima.
Faca isso na notagao certa, que ¢ algo como “[EDOLP]
=

Depois disso vocé vai procurar a “generalizagao certa”
da [EDOLP], e na “substitui¢do certa” que transforma
ela na [EDOLP]. O seu objetivo é chegar em algo da
forma [EDOLG][S] = [EDOLP]; o nome “[EDOLG]”
vem de “EDO linear, caso geral”. E dificil chegar na
[EDOLG] direto, entdo vou dar instrugdes pra vocé
chegar 14 por chutar-e-testar.

Chame as suas tentativas de [EDOLG1], [EDOLG2], etc,
e as suas substitui¢oes de [S1], [S2], etc. O seu objetivo é
chegar numa [EDOLG,,| que néao tenha mais os niimeros
2,5, 7 e 10; eles devem ter sido substuidos ou por var-
idveis ou por expressoes que dependem dessas varidveis.

O seu objetivo final ¢ chegar num caso em que [S] seja
86 isto aqui:

E isto valha:
a:=2[,
[EDOLG] g5 = [EDOLP]
Eu pus o “=” entre aspas porque vocé vai nao chegar
a algo exatamente igual & [EDOLP], s6 em algo equiva-

lente & EDOLP... como o que a gente fez nos exercicios
de “justifique esse passo”.

Quem for fazer a VS vai ver como nos tltimos semestres
a gente usou essa técnica pra aprender a demonstrar
algumas férmulas das tabelas de integragao dos livros —
a gente comegava com um caso particular e “generalizava
ele do jeito certo” depois.
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Questao 1: gabarito

(Com vérios chutes e testes)

[TRIG,] = /54\/1 —52ds = /scn */1 = (sen()) 2 cos(6 )
o=b u q(b
V) = Flo@)) - o (@) do = tw d“)
e=a u 9(a)

r=b

[MV,)] [ g(x): scn(z)}

g'(x):=cos(x)

u=sen(b)
f'(sen(z)) - cos(z) dz = / £ (u) du)

u=sen(a)

b=b s=sen(b)
/9 f'(sen(0)) - cos(0) dd :/ 1'(s) ds)

a s=sen(a)
\/ - cos() db :/ \/(210 ds>

s=sen(a)

Ja=a

s=sen(b)

=a

= (/9 ' \/sen(ﬁ)m - cos(f)df = /S:Sm([’) 1-— \/E]Ods>

s=sen(b)

=sen(a)
0=b

/ s

0=a

10
1—sen(h)® - cos(d)dd = /

=sen(a)

s'W1— 0 ds)
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Questao 2: gabarito do item a

[EDOVSG]

[EDOVSG] | o Z -

dy
dx
h(y) dy

/ h(y)dy =

I
H(y) +Ch

H(y)
HY(H(y))

Yy
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G(z) +Cy
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|
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Questao 3: gabarito

dy __ 1.
a) dr = =z |
~ N\ Ve
~ \ | S -
~ o\ | S
~ \ | /S -
~ \ | S -
dy _ zty
b) dx 2 .
—
~ — - /
NN — 7/
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Questao 4: gabarito

J"(@) +7/'(x) + 10/ (x)
(D*+7D +10)f

(D*+ (2+5)D+(2-5)f

(D? 47D + 10)(ve™ + de~57)

[(@) + 7' (x) +10f(x)
(D*+17D +10) f

(D* +(a+ B)D + (a - B) f
(D*+ 7D + 10)(ve™> + de=7)

["(@) +5f'(x) + kf(x)
(D*+ 4D +k)f
(D?*+ (a+B)D + (o B)f

0 v

g .

(D*+ jD + k)(ye™o" + de=7*) 0 o
f'@)+ (0+/3)f( )+ (-

(D* + (a+ B)D + (a 55;;
N o+

[EDOLG][S; = (D*+ (a+B)D + (a- ) f
(D* + (a+ B)D + (a- f))(ye™® +de")

o
q 2 a+f + (a-

[EPOLG] = (D*+ (a+B)D + (a- B)]

(D* + (a+ B)D + (a- f)) (e~ + de™*)

[EDOLP] =

[ T}
cococo
N~

[EDOLG,] =

([ T T
cococo
S~—
2
Il
—
w 2
Il
o,
L,

[EDOLG,] =

ot

. _
; } s= e

—
o

) [EDOLG] = [EDOLG,] S

0
0
0
0
0
0
0
0
0
8 ., que ¢ “muito parecido” com o [EDOLP]...
0

) FE4 @40 @ 91 -
o= 2+ 245D+ (25)f =
eporal [55] = (0*+ @+ 5D+ (2.5)f =

(D*+ (24 5)D + (2-5))(ve 2 +de7™) =
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Calculo 2 - 2022.1

Prova de reposicao (VR)

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
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Questao 1
(Total: 1.0 pts)

Sejam:

e Fa) = [ fl)d.

t=6

Faga o gréfico da F(z).
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Questao 1: gabarito
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Questao 2

(Total: 6.0 pts)
Obs: esta questao é uma versao
modificada de uma questao da P2.

EDOs parecidas com essa aqui

J'(@) +7f' (@) +10f (2) = (%)

vao ser incrivelmente importantes nos cursos de Fisica.
Algumas delas descrevem “oscilagdes amortecidas”,
como esta figura:

A maioria dos livros “normais” de EDOs ensinam um
modo de resolver a (*) que eu acho muito drido. Nesta
questao vocé vai ver um método pra resolver EDOs desse
tipo que eu acho bem mais legal, e que eu aprendi num
curso de Algebra Linear. Nesse método a gente trata
fungdes como vetores (de dimentdo infinita) e a derivada
como uma transformagio linear (uma “matriz de dimen-
sdo infinita”). Quando eu precisar enfatizar que estou
“em Algebra Linear” eu vou escrever f e D ao invés de

/@)

e g

2022-1-C2-VR

2022dec16

Isto aqui é uma demonstracdo quase completa do modo
rapido de encontrar as “solugdes bdsicas” e a “solucao
geral” da EDO (x)... ela ¢ “quase completa” no sentido
de que ela é o que as pessoas escrevem no quadro quando
explicam esse método, mas sem a parte falada.

f(x )+7f/(»)+10f(t) =
(@) + T (@) +10f(2) =
(didi+7°’ +10)f(z) =
(D?+7D +10)f
(D*+(2+5)D+(2-5)f =
(D+2)(D+5)f
(D+2)(D+5)e =

coocoo

D + 2)(De= + 5e7"")
D +2)(—5e~% + 5e~%)
= (D+2)0

0

(D+5)(D+2)f =0
(D+5)(D+2)e® = (D+5)(De? +2e%)
= (D+5)(—2¢7% +2¢e72")
= (D450
=0
(D?*+ 7D +10)(ve > 4+ de~5) = 0

(Continua...)
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Questao 2 (cont.)

...e isto aqui é uma versao mais curta da demonstracao
da péagina anterior:

f(x) +7f(x) +10f(z) = 0

(D2 +7D+10)f = 0
(D*+(2+5)D+(2:5)f = 0
(D?+7D +10)(ye > + 5e™) = 0

Aqui que vocé ja tem uma certa pratica com proble-
mas de “encontre a substitui¢do certa” vocé vai fazer
um problema de “encontre a generalizagio certa”. Vou
explicar ele em portugués.

a) (0.2 pts) Vocé vai definir [EDOLP] — de “EDO lin-
ear, caso particular” — como sendo o bloco de quatro
igualdades acima. Faca isso na notagao certa, que é
algo como “[EDOLP] = ?”.

b) (2.3 pts) Depois disso vocé vai procurar a “gener-
alizacdo certa” da [EDOLP], e na “substitui¢ao certa”
que transforma ela na [EDOLP]. O seu objetivo ¢ chegar
em algo da forma [EDOLG][S] = [EDOLP]; o nome
“[EDOLG]” vem de “EDO linear, caso geral”. E difi-
cil chegar na [EDOLG] direto, entdo vou dar instrugoes
pra vocé chegar 14 por chutar-e-testar.

Chame as suas tentativas de [EDOLG1], [EDOLG?2], etc,
e as suas substitui¢oes de [S1], [S2], etc. O seu objetivo é
chegar numa [EDOLG,,| que néao tenha mais os niimeros
2,5, 7 e 10; eles devem ter sido substuidos ou por var-
idveis ou por expressoes que dependem dessas varidveis.
O seu objetivo final neste item é chegar num caso em
que [S] seja s6 isto aqui:

8=[5.2]

E isto valha:
[EDOLG] {‘; = 3] “="[EDOLP)

Eu pus o “=" entre aspas porque vocé vai nao chegar
a algo exatamente igual & [EDOLP], s6 em algo equiva-
lente & EDOLP... como o que a gente fez nos exercicios
de “justifique esse passo”.
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Questao 2 (cont.)

¢) (1.0 pts) Seja:

=3

=4

[52] = vi=1
0:=0

Calcule o resultado disto aqui:

[EDOO] = [EDOLG][S2] = 7

d) (2.5 pts) No item (c) vocé definiu o [EDOO]
(“outra EDO”) como uma sequéncia de quatro
igualdades. Se vocé tiver feito tudo certo até aqui,
e vocé interpretar as quatro igualdades da [EDOO]
do jeito correto, vocé vai ver que elas dizem algo
como:

A fungio f(z) = ¥
é solugao da EDO
(@) +42f"(x) + 99f(z) =0

...s6 que eu pus nimeros errados de propésito. De-
scubra os ntimeros certos — a tnica dica que eu
posso dar aqui é que o 20 do €?** tem que virar
ou 3, ou 4, ou -3, ou -4 — e verifique que essa f(x)
realmente é solucao dessa EDO.
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Questao 2: gabarito
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Questao 3

(Total: 3.0 pts)

Calcule as seguintes integrais indefinidas e teste os
seus resultados.
a) (1.0 pts)

4
/2.70 + — +cosdadr
P
b) (2.0 pts)

/(31 +4)* dg

Dica pro item (b): se vocé souber o método de
mudanga de varidvel que os livros usam vocé con-
segue calcular ela bem rapido usando a mudanga
de variavel u = 3z + 4. D4 pra calcular essa in-
tegral por chutar-e-testar, mas d4 um pouquinho
mais de trabalho.

Gabarito
(sem os testes)

a)

.’L‘2

2022-1-C2-VR 2022decl6 18:34
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Aula 35: dicas pra VS aberta
(versao muito incompletal)
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Substitui¢ao: semantica

Lembre que no curso eu insisti muito que a operagao ‘[:=]" na
maioria dos casos seria usada como uma notagao complemen-
tar pra coisas que normalmente sdo escritas em portuguds, e
em varias situagdes eu pedi pra vocés fazerem exercicios do
Miranda traduzindo-os pra notacao com ]’s... por exem-
plo, eu pedi pra vocés fazerem os exercicios de regra da cadeia
da se¢ao 3.5 do Miranda —

http://hostel.ufabc. edu.br/-daniel .miranda/calculo/calculo. pdff#ipage=87

Eu conversei com alguns amigos meus, e todos eles (ok, con-
fesso: todos os dois...) disseram o seguinte: todo mundo
aprende as regras de como a substitui¢do funciona estudando
centenas de horas e descobrindo como ela deve funcionar. Por
exemplo: as pessoas sabem que a férmula da regra da cadeia
da pagma 87 do Miranda tem que valer pra todas as fungoes
: R — R diferencidveis em todo ponto. Vou dizer que
tungoes definidas em todo R e diferenciaveis em todo ponto
sdo “simples”. Se a gente escolhe duas fungoes f e g
ples”, substitui elas na férmula da regra da cadeia, e obtém
uma igualdade que ¢ falsa, absurda, ou “que ndo compila”,
entao tem algo errado com o nosso método de substituir — o
método pra fazer a substitui¢do que a gente achou que estava
certo estd errado, e a gente tem que conserta-lo.

Um dos indicios de que um aluno de Célculo 1 estudou o su-
ficiente é que toda vez que ele precisa aplicar alguma férmula
famosa ele obtém um caso particular dela do jeito certo.

traduzindo-os pra nota¢do com

Lembre que tem alguns tipos de erros que sao indicios de que
a pessoa nio aprendeu algo importantissimo de matérias an-
teriores, e ou nao notou que precisava aprender aquilo depois,
ou nao deu bola pra isso...

Muitos dos meus colegas consideram que Célculo 2 é uma das
matérias que tém como funcionar como filtros que nao deixam
passar pessoas que cometem certos tipos de erros gravissimos
como 2 + 3 = 23, ou como aplicar a regra da cadeia errado e
obter consequéncias absurdas dela, ou como aplicar o [TFC2]
ou o [MV2] e obter consequéncias absurdas deles... e “Calculo
2 tem que funcionar como filtro” quer dizer “Célculo 2 tem
que reprovar pessoas assim”.. =/

Durante algumas aulas 14 no inicio do curso eu tentei fazer uma
experiéncia didética que talvez tenha sido uma ma idéia. Foi
isso aqui, principalmente nos dias em que a gente trabalhou o
exercicio 7:

http://angg. twu.net/LATEX/2022-1-C2-intro.pdf#page=10
Naquela época eu estava tentando fazer as pessoas consid-
eram operagoes de substituicio que fossem puramente sintati-
cas e que pudessem transformar expressoes que jeitos que nao
fizessem sentido matematicamente... ou seja, que fossem o
contrario do “todo mundo aprende as regras de como a sub-
stitui¢do funciona estudando centenas de horas e descobrindo
como ela deve funcionar” de alguns pardgrafos atrds. Bom,
essa época passou, e agora a gente s estd interessado em op-
eragoes de substitui¢do que “funcionam do jeito certo” — ou
seja, que quando vocé aplica elas num teorema vocé sempre
obtém casos particulares verdadeiros.
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Substituicao: erros comuns (sintaticos)

CMM

ET
DA

DE

DPO

LEC

NS

confundiu maitsculas e mindsculas. Ex-

emplo: transformar f(z) em F(z).
erro de tipo

descartou o argumento. Exemplo: escr-

»

ever s6 “f7 ao invés de “f(z)".

derivada errada. Exemplo:

[ f(2):=(senz)? }
f(@):=(cos )?

descartou parte do original. Exemplo:
[RC) [ 2020 ] = (1420 - 42)
Lembre que o [RC] é uma igualdade.

lado esquerdo complicado demais. Dois

exemplos:
[ Flg@)):=(senx)® |, [ [ L de:=In|a| ],
nao substituiu. Exemplo:

(F@)ga)) [12%

NSD

SIMP

SP

nao substituiu dentro (recursivamente).
Exemplo:

(Flo@)) [“h=mr ] = Gen(g@)

simplificou. Exemplo:
J(@)=%

(F(0(a) - @) [ a2 ] = ()

¢'(2):=1

ao invés de “= (ﬁ A1)

substituiu parénteses. Pra gente ‘dx’ e
‘dw’ sdo como ‘)’s, e expressoes cOmo
“cosxdr” sdo tao incompletas como
“cosx)”, e coisas como

[coszdr:=ds

nao fazem sentido. Lembre que nés pas-
samos um tempo aprendendo a ver ex-
pressdes como arvores ¢ subexpressoes
como subdrvores; quando a gente inter-
preta o ‘dz’ como um ‘)’ a gente vé que
‘cos x dz’ nunca corresponde a uma sub-
arvore.
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Sobre as questoes da prova

Na pégina 2 eu fiz papel de ogro que reprova todo
mundo, MAAAS a VS aberta s6 tem como aumentar
a nota de quem fizer ela — se alguém tirar uma nota
muito baixa na VSA essa nota é ignorada — e ela vai ser
sobre assuntos que vale muito a pena estudar... ela vai
ter pelo menos duas questoes de “encontre a generaliza-
¢do certa e aplique ela a este outro caso aqui”, como a
questao 4 da P2,
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-P2.pdf#page=6

a continuagao dela na VR,
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-VR.pdf#page=4

A questao da VSA que vai parecida com essas dai vai
ser bem mais ficil de fazer se vocé souber multiplicar
nimeros complexos. Dica (detalhes depois):
http://angg.twu.net/2019.2-C2/2019.2-C2. pdf#page=59

A outra questao de “encontra a generalizacao certa” vai
ter a ver com substituigao trigonométrica. Detalhes em
breve também!
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Calculo 2 - 2022.1
VS aberta (VSA)

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
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Questao 1

(Total: 3.0 pts)

Esta questdo é continuacio das questdes sobre EDOs de 2a ordem
(“lineares, com coeficientes constantes, ete, ete...”) que eu pus na P2 e
na VR. Quando eu puser essa prova na pagina do curso eu vou colocar
links pra essas questoes.

Em todas as questées desta prova uma lacuna como
“aqui vai ter um nimero mas eu niao posso dizer qual é

quer dizer
Vocé vai ter

que descobrir ele”... por exemplo, e * pode ser €*27 ¢727 ou outras
cois sim.
Sejam:
e’ = cosf+isend
sen—f = —senf
cos—f = —cosf
e = cos—0+isen—0
= cos—f —isenf
= cosf —isenf
e’ +e = 2cosl
el —e = 2isend
[ECS] = cosf 2 L(ei? 4 e
o 2(e? — )
coskl E L(e*0 4 o)
senkf = L(e*0 — e )
kB 4 Glampi0 — gn(ohib 4 il
= 2e"cos 30
ClotBN _ (0Bl co(oBi0 _ —Bit)
= 2ie“cos 30
["(@) + (a4 B)f () + (a- B)f(x) = 0
0o (D* +(a+ B)D + (o B))f 0
[EDOLG] = (D +(at D +(a-B)f = 0
(D* + (a+ B)D + (a - B))(ye % + de=*) = 0

Eu vou usar notages como [ECSy] e [ECS 5 1] pra me referir a linhas
individuais e a sequéncias contiguas de linhas do [ECS].

Todas as linhas sdo faceis de demonstrar a partir da [ECS,], mas muita
gente tinha dificuldade em passar das igualdades (9) e (10) pras (11)
e (12), porque isso precisa de uma substituigio como [0 := k).

A [ECS,] é complicada de demonstrar — nos semestres “normais” a
gente via uma introdugéo a séries de Taylor pra se convencer de que a
[ECS,] ¢ verdade, mas a gente no via uma demonstracio formal da

[ECS).

a) (0.2 pts) Caleule o resultado da substituicao

o [ =2+ 100
[EDOLG] L‘? o 101}

e chame-o de [B,].

b) (2.8 pts) As idéias da [ECS] devem indicar que existe uma fungao
da forma g () = e *cos(_x) que é solugio da EDO da primeira linha,
da resposta do seu item (a). Chame esta EDO de (+) e verifique s a
sua fungiio g () ¢ solugio da EDO (x). Se ndo for chute outra funcio
— chame-a de g,(x) — e veja se ela é solugdo da EDO (x). Se ainda nao
for faga outro chute-e-teste, e repita. Lembre de NUNCA de apagar
um chute-e-teste que ndo resolveu o seu problema original.

2022-1-C2-VSA 2022decl6 18:34


http://angg.twu.net/2022.1-C2.html

Questao 1: gabarito

rosg s <
‘ L +(a+B)D+ (a-f -
[EDOLG] = (D*+(a+B)D+(a-B)f = 0
(D* + (a+B)D + (a- §))(re™™ +de) = 0
By = [rnor(]{ Z E,;igg] -

J'(@) 4+ (=24 10i) + (=2 = 104)) f'(z) + ((=2 + 10i) - (=2 — 10)) f (x)

(D% + (=2 +10i) + (=2 — 10))D + (=2 + 10d) - (=2 — 103))) f

(D? 4 ((—2 + 10i) + (=2 — 100)) D + ((—2 + 10i) - (—2 — 10))) f

(D + ((—2 4 10i) + (=2 — 10i)) D + ((—2 + 10i) - (=2 — 107))) (ye~ (“3#1007 4 ge~(-2-1007)

(@) + (—4)f"(x) + 104f(x) = 0

-~ (D*+ (-4)D+104)f = 0
N +(—=4)D +104)f = 0
(D? + (=4)D + 104) (e~ (721100 4 ge=(-2-1007)  — ¢

10iz

A dltima linha acima diz que e**e10% ¢ ¢2%e
sdo solugoes da EDO f”(x) — 4f'(x) + 104f(x) = 0. (%)
Entao e?e10% 4 ¢26100 = ¢21(3 cos 10z)

também deve ser solugio dessa EDO, e > cos 102 também.
Sejam g(x) = €** cos 10z e h(z) = e*sen 10z. Daf:

(=969(z) — 40h(x)) — 4(29(x) — 10h(x)) + 1049(x)
0

B(x) — 4R (x) + 104h(z) = (=96h(x) + 40g(x)) — A(2h(x) + 10g(x)) + 104h(z)

0

@) = 2g(x) - 10h(x)
W(x) = 2h(x)+10g(z)
(J.) = —96g(x) — 40h(x)
"(z) = —96h(x) +40g(x)
9'(@) — 49(I)+104g(1) =

¢ portanto tanto g(x) quanto h(z) sio solugdes da EDO (x).
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Questao 2

(Total: 7.0 pts)

Alguns livros ensinam substitui¢do trigonométrica
comegando direto por casos complicados em que o
“termo malvado” da integral ¢ este:

Seja:

2 202 — 2 _ a2p2.9
va?— g2 = a? — &2

b) (2.8 pts) Digamos que a gente quer transformar esta
integral

/12\/47912 dx (%%)

numa mais simples usando substituigao trigonométrica.
Use o truque do item (a), o [MV,] e as idéias do gabarito
da questdo 1 da P2 pra transformar a () em “algo em
0.

¢) (4.0 pts) Digamos que (k%) é esta integral:

- —5
/m”’ a? — (222 dx

Mostre que uma mudanca de variavel com v = gz trans-
forma esta integral numa da forma:

,/u (Vi—@) d

(k)

Dica: comece com o caso particular em que v = 1 e
6 =1 e depois tente casos mais complicados.

Pecam dicas!!!
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Questao 2:

o f32d] -

J V4937 dx

gabarito
JE_F? =

= [ me

= [a%-2y/1 - (32)2da

= [Gu?-2v1—u? 2du

= f(§)3 2-u/1—u2du

= 27 u?V1 —u2du

16 [(sen6)?/1 — (sen6)? - cos 6 df
18 [(sen6)?\/(cos0)? - cos 0 df
-

(

)
sen6)? cos - cosd d
12 [(sen6)*(cos 6)* df

u\w

s
e

Sl=s|

2022-1-C2-VSA 2022decl6

u=3a
e=2u
du=3dz
do=2du

u=sen §
e =cos 6
du=cos§ df
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Questao 2: gabarito (cont.)

fm”x/a'z — 32126 der =

JaryJa2(1— %TZ) dx
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Gabarito da questao 1 da P2

(Com vérios chutes e testes — pra questao 2)

[TRIG,] = /54\/1 — s = / sen(6 (sen(6)) 2 cos(f
o=b u q(b
MV, = Lo@)-g@yda= | f du>
r=a u 9(a
o=b

[MV,) [ g(): scn(z)}

g'(x):=cos(x)

u=sen(b)
f'(sen(z)) - cos(z) dz = / £ (u) du)

)

Ja=a u=sen(a)
O=b s=sen(b)
[MV,] [ = / f(sen(0)) - cos(6) dd :/ f'(s)ds
b=a s=sen(a)
s=sen(b)
IMV,] = ( V/sen( - cos(0)df = / \/210 ds>
0=a s=sen(a)
9,(”):.:7““(}”) i 0= h s=sen(b)
[MV,] |: I @=elo) = (/ \/sen(ﬁ)m - cos(0) df = / 1-— \/E]Ods>
= s=sen(a)
0=b ~10 s=sen(b)
= / sen(0)*1/1 —sen(h)® - cos(d) df = / st
=a s=sen(a)
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Calculo 2 - 2022.1
VS extra - 31/ago/2022

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
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Questao 1

(Total: 1.0 pts)
Seja

a) (0.5 pts) Represente graficamente a fungio
t=x
Fla) = [ f(t)dt.

b) (0.5 pts) Represente graficamente a funcao

Gx) = [ f(t)dt.

Use os grids da proxima folha. Indique clara-
mente qual desenho é a resposta de cada item e
quais desenhos sdo sé rascunho.
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Questao 2 Questao 3

(Total: 3.0 pts) (Total: 3.0 pts)

Lembre que a férmula da integragdo por partes é esta Calcule:

aqui: /(sen z)3(cos )% .
1p] =

(s @ as = gt~ [ rioutera)

e que se substituirmos f(z) por ' e g(x) por ¢ nela
obtemos isto:

Calcule
/ x - e* dr.

a) (0.5 pts) pelo resultado correto,

Pontuagao:

b) (2.5 pts) se vocé conseguir escrever as contas disto
no formato que nds vimos em sala, com os ‘="s alinhados
e as justificativas (corretas!) a direita.

2022-1-C2-VSB 2022dec]
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Questao 4

(Total: 3.0 pts)

Lembre que nés vimos que o “método” para resolver
EDOs com variaveis separaveis pode ser escrito como a
demonstragao [M] abaixo, e a “férmula” para resolver
EDOs com varidveis separaveis pode ser escrita como

(F:

o _ o)
dx h(y)
hy)dy = q(l/)dl/
[rwas = [ gta)is
Il I
M= v o Gl) + Gy
H(y) = G(x)+Cy—Cy
= G(z)+Cs
H’I(HH(Z/)) = H7Y(G(z) +Cs)
Y
W g
dx h(y)
¥ = | ) = Ee -

Y

Digamos que queremos resolver esta EDO:

dy  32?

T
a) (0.5 pts) Encontre a solugao geral da EDO (x).
b) (1.0 pts) Teste a solugdo do seu item (a).

¢) (0.5 pts) Encontre a solugao da EDO que passa pelo
ponto (z,y) = (2,2).

d) (1.0 pts) Teste a solugdo do seu item (c).
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Questao 1: gabarito
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Questao 2: gabarito

r - e*2z dr ) . L2z / 142z Jo.
~~ ~~ \,./ 42 v ‘43
o 9 10 &

(1): por [IP] com f(z) =z e g(x) = ;5e***
(2): por [ kf(x)de =k [ f(x)dr, com k =

(3): por [ e dy = Let

4_12 e f(z) = ol
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Questao 3: gabarito

/(sen x)*(cosx)* dx

= /(sen 7)*(cos x)*(cos x) dx S =senzx
) 95 = cos
= [ (senx)? (cosz)? (cosx) dx senz — s
s 1-s2  ds (cosz)> =1—s*
_ /83(1—82)d8 coszdr = ds
= /53 — 5% ds
st S0
46
_ (senz)'  (senz)®
B 4 6
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Questao 4: gabarito
Sejam:
9(37) = 3952,
( )
Hy )— v,
H~'(y) = y'/°.
Isso d4 a solucdo f(x) =y = H '(G(x) + C3) = (x + Cs)Y/o.
Temos % = f'(z) = L(a® + C3)~4/5 - 322 = W
g(z) _ ﬁ _ 322 3z _ 3z
hy) — Byt = 5f(2)* T 5((a3+C5)1/P) T 5(a34+C5) /57
e portanto 5 dy = %.
Se (2,y) = (2.2) entio (x, f(z)) = (2.2), f(2) =2,
(23 +C3)V/5 =2, (22 +C3) =2°, 8+ Oy = 32, Cy = 24.
Testando: f(2) = (2% 4 C3)'/° = (8 4 24)1/° = 321/5 = /32 = 2.

(S
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Critérios de correcao

Questao 1:

Cada uma das duas figuras vale 0.5 pontos se for feita cor-
retamente. Cada segmento (com Az = 1) inexistente ou
com inclinagdo errada desconta 0.1 pontos — ou seja, uma
figura com 5 ou mais 6 segmentos errados vale 0.

Questao 2:

Item a: aqui eu aceitei respostas sem justificativa.
Item b: o “formato que nés vimos em sala” é este aqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-tudo.pdf#page=116
http://angg. twu.net/LATEX/2021-2-C2-tudo. pdf#page=8

Questao 3:

Se a pessoa tiver escrito o resultado certo isso vale 0.3 pon-
tos. Os outros 2.7 pontos sdo pra quem conseguiu fazer as
contas passo a passo de uma forma que cada passo ficasse
legivel (e correto). Nés trabalhamos exemplos bem pareci-
dos com esse — mas com outros expoentes — em sala, e
um dos PDFs que eu recomendei muito que os alunos es-
tudassem por ele pra P2, pra VR e pra VS também tinha
uma integral de poténcias de senos e cossenos bem parecida
com essa, entdo aqui dd pra ser bem exigente na corregao.

10

Questao 4:

As formulas/figuras [M] e [F] sao pra lembrar os alunos da
questdo de EDOs com varidveis separdveis que eles fizeram
na P2. Aqui eu esperava que os alunos fizessem contas
legiveis, feitas passo a passo, e chegassem nos resultados
corretos. Note que os itens de “encontre a solugao” valem
s6 0.5 pontos cada um e que os itens de “teste a solugdo”
valem bem mais, 1.5 pontos cada um.
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