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Questão 1
(Total: 3.0 pts)
Esta questão é continuação das questões sobre EDOs de 2a ordem
(“lineares, com coeficientes constantes, etc, etc...”) que eu pus na P2 e
na VR. Quando eu puser essa prova na página do curso eu vou colocar
links pra essas questões.

Em todas as questões desta prova uma lacuna como _ quer dizer
“aqui vai ter um número mas eu não posso dizer qual é – você vai ter
que descobrir ele”... por exemplo, e_x pode ser e42x, e−200x, ou outras
coisas assim.

Sejam:

[ECS] =



eiθ = cos θ + i sen θ
sen−θ = − sen θ
cos−θ = − cos θ

e−iθ = cos−θ + i sen−θ
= cos−θ − i sen θ
= cos θ − i sen θ

eiθ + e−iθ = 2 cos θ
eiθ − e−iθ = 2i sen θ

cos θ
(9)
= 1

2
(eiθ + e−iθ)

sen θ
(10)
= 1

2i
(eiθ − e−iθ)

cos kθ
(11)
= 1

2
(eikθ + e−ikθ)

sen kθ
(12)
= 1

2i
(eikθ − e−ikθ)

e(α+βi)θ + e(α−βi)θ = eα(eβiθ + e−βiθ)
= 2 eα cos βθ

e(α+βi)θ − e(α−βi)θ = eα(eβiθ − e−βiθ)
= 2i eα cos βθ



[EDOLG] =


f ′′(x) + (α + β)f ′(x) + (α · β)f(x) = 0

(D2 + (α + β)D + (α · β))f = 0
(D2 + (α + β)D + (α · β))f = 0

(D2 + (α + β)D + (α · β))(γe−αx + δe−βx) = 0



Eu vou usar notações como [ECS9] e [ECS13..14] pra me referir a linhas
individuais e a sequências contíguas de linhas do [ECS].
Todas as linhas são fáceis de demonstrar a partir da [ECS1], mas muita
gente tinha dificuldade em passar das igualdades (9) e (10) pras (11)
e (12), porque isso precisa de uma substituição como [θ := kθ].
A [ECS1] é complicada de demonstrar – nos semestres “normais” a
gente via uma introdução a séries de Taylor pra se convencer de que a
[ECS1] é verdade, mas a gente não via uma demonstração formal da
[ECS1].

a) (0.2 pts) Calcule o resultado da substituição

[EDOLG]

[
α := −2 + 10i
β := −2− 10i

]
e chame-o de [E1].

b) (2.8 pts) As idéias da [ECS] devem indicar que existe uma função
da forma g1(x) = e_x cos(_x) que é solução da EDO da primeira linha
da resposta do seu item (a). Chame esta EDO de (∗) e verifique se a
sua função g1(x) é solução da EDO (∗). Se não for chute outra função
– chame-a de g2(x) – e veja se ela é solução da EDO (∗). Se ainda não
for faça outro chute-e-teste, e repita. Lembre de NUNCA de apagar
um chute-e-teste que não resolveu o seu problema original.
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Questão 1: gabarito

[EDOLG] =


f ′′(x) + (α + β)f ′(x) + (α · β)f(x) = 0

(D2 + (α + β)D + (α · β))f = 0
(D2 + (α + β)D + (α · β))f = 0

(D2 + (α + β)D + (α · β))(γe−αx + δe−βx) = 0


[E1] = [EDOLG]

[
α := (−2 + 10i)
β := (−2− 10i)

]
=

=


f ′′(x) + ((−2 + 10i) + (−2− 10i))f ′(x) + ((−2 + 10i) · (−2− 10i))f(x) = 0

(D2 + ((−2 + 10i) + (−2− 10i))D + ((−2 + 10i) · (−2− 10i)))f = 0
(D2 + ((−2 + 10i) + (−2− 10i))D + ((−2 + 10i) · (−2− 10i)))f = 0

(D2 + ((−2 + 10i) + (−2− 10i))D + ((−2 + 10i) · (−2− 10i)))(γe−(−2+10i)x + δe−(−2−10i)x) = 0



=


f ′′(x) + (−4)f ′(x) + 104f(x) = 0

(D2 + (−4)D + 104)f = 0
(D2 + (−4)D + 104)f = 0

(D2 + (−4)D + 104)(γe−(−2+10i)x + δe−(−2−10i)x) = 0


A última linha acima diz que e2xe−10ix e e2xe10ix

são soluções da EDO f ′′(x)− 4f ′(x) + 104f(x) = 0. (∗)
Então e2xe−10ix + e2xe10ix = e2x(2 cos 10x)
também deve ser solução dessa EDO, e e2x cos 10x também.
Sejam g(x) = e2x cos 10x e h(x) = e2x sen 10x. Daí:

g′(x) = 2g(x)− 10h(x)
h′(x) = 2h(x) + 10g(x)
g′′(x) = −96g(x)− 40h(x)
h′′(x) = −96h(x) + 40g(x)

g′′(x)− 4g′(x) + 104g(x) = (−96g(x)− 40h(x))− 4(2g(x)− 10h(x)) + 104g(x)
= 0

h′′(x)− 4h′(x) + 104h(x) = (−96h(x) + 40g(x))− 4(2h(x) + 10g(x)) + 104h(x)
= 0

e portanto tanto g(x) quanto h(x) são soluções da EDO (∗).
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Questão 2
(Total: 7.0 pts)
Alguns livros ensinam substituição trigonométrica
começando direto por casos complicados em que o
“termo malvado” da integral é este:√

α2 − β2x2

Seja:

[T] =



√
α2 − β2x2 =

√
α2 − α2

α2β2x2

=

√
α2
(
1− β2

α2x2
)

=
√

α2

√
1− β2

α2x2

= α

√
1−

(
β
α
x
)2


a) (0.2 pts) Calcule:

[T]

[
α := 2
β := 3

]

b) (2.8 pts) Digamos que a gente quer transformar esta
integral ∫

x2
√
4− 9x2 dx (∗∗)

numa mais simples usando substituição trigonométrica.
Use o truque do item (a), o [MV2] e as idéias do gabarito
da questão 1 da P2 pra transformar a (∗∗) em “algo em
θ”.

c) (4.0 pts) Digamos que (∗∗∗) é esta integral:∫
xγ
√

α2 − β2x2
δ
dx (∗∗∗)

Mostre que uma mudança de variável com u = β
α
x trans-

forma esta integral numa da forma:

_
∫

u_
(√

1− u2
)_

dx

Dica: comece com o caso particular em que γ = 1 e
δ = 1 e depois tente casos mais complicados.

Peçam dicas!!!
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Questão 2: gabarito

a) [T]

[
α := 2
β := 3

]
=



√
22 − 32x2 =

√
22 − 22

22
32x2

=
√

22
(
1− 32

22
x2
)

=
√

22
√
1− 32

22
x2

= 2
√

1−
(
3
2
x
)2



b)

∫
x2
√
4− 9x2 dx =

∫
x2
√
22 − 32x2 dx

=
∫
x2 · 2

√
1− (3

2
x)2 dx

=
∫
(2
3
u)2 · 2

√
1− u2 · 2

3
du

=
∫
(2
3
)3 · 2 · u2

√
1− u2 du

= 16
27

∫
u2
√
1− u2 du

= 16
27

∫
(sen θ)2

√
1− (sen θ)2 · cos θ dθ

= 16
27

∫
(sen θ)2

√
(cos θ)2 · cos θ dθ

= 16
27

∫
(sen θ)2 cos θ · cos θ dθ

= 16
27

∫
(sen θ)2(cos θ)2 dθ

 u= 3
2
x

x= 2
3
u

du= 3
2
dx

dx= 2
3
du


[

u=sen θ
du
dθ

=cos θ

du=cos θ dθ

]
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Questão 2: gabarito (cont.)

c)

∫
xγ
√

α2 − β2x2
δ
dx =

∫
xγ

√
α2(1− β2

α2x2)
δ

dx

=
∫
xγ

(√
α2(1− (β

α
x)2)

)δ

dx

=
∫
xγ

(
α
√
(1− (β

α
x)2)

)δ

dx

= αγ
∫
xγ

(√
(1− (β

α
x)2)

)δ

dx

= αγ
∫
(α
β
u)γ
(√

(1− u2)
)δ

· α
β
du

= αγ(α
β
)γ+1

∫
uγ
√

(1− u2)
δ
du


u = β

α
x

x = α
β
u

du = β
α
dx

dx = α
β
du


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(↑ Vou digitar isso aqui depois!)

2022-1-C2-VSA 2022aug02 20:28

http://angg.twu.net/2022.1-C2.html


8

Gabarito da questão 1 da P2
(Com vários chutes e testes – pra questão 2)

[TRIG1] =

(∫
s4
√
1− s2

10
ds =

∫
sen(θ)4

√
1− (sen(θ))2

10

cos(θ) ds

)
[MV2] =

(∫ x=b

x=a

f ′(g(x)) · g′(x) dx =

∫ u=g(b)

u=g(a)

f ′(u) du

)

[MV2]
[

g(x):=sen(x)
g′(x):=cos(x)

]
=

(∫ x=b

x=a

f ′(sen(x)) · cos(x) dx =

∫ u=sen(b)

u=sen(a)

f ′(u) du

)

[MV2]

[
g(x):=sen(x)
g′(x):=cos(x)

x:=θ
u:=s

]
=

(∫ θ=b

θ=a

f ′(sen(θ)) · cos(θ) dθ =

∫ s=sen(b)

s=sen(a)

f ′(s) ds

)

[MV2]

 g(x):=sen(x)
g′(x):=cos(x)

x:=θ
u:=s

f ′(x):=
√
x
10

 =

(∫ θ=b

θ=a

√
sen(θ)

10
· cos(θ) dθ =

∫ s=sen(b)

s=sen(a)

√
s
10
ds

)

[MV2]

 g(x):=sen(x)
g′(x):=cos(x)

x:=θ
u:=s

f ′(x):=1−
√
x
10

 =

(∫ θ=b

θ=a

1−
√
sen(θ)

10
· cos(θ) dθ =

∫ s=sen(b)

s=sen(a)

1−
√
s
10
ds

)

[MV2]

 g(x):=sen(x)
g′(x):=cos(x)

x:=θ
u:=s

f ′(s):=s4
√
1−s2

10

 =

(∫ θ=b

θ=a

sen(θ)4
√

1− sen(θ)2
10

· cos(θ) dθ =

∫ s=sen(b)

s=sen(a)

s4
√
1− s2

10
ds

)
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