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Links

Mudanga de varidvel na integral definida (MVD):

2eT131 (t-ints, p.12) Uma figura pra mudanca de varidvel
Thomas55p11 (p.376) Theorem 5: Substitution in definite integrals
2fT49 Meu PDF de 2022.2 sobre mudanca de varidveis

Mudanga de varidvel na integral indefinida (MVI):
2¢T133 (t-ints, p.14) Um exemplo com contas

2eT135 (t-ints, p.16) Outro exemplo com contas
Thomas55p3 (p.370) Theorem 5: The substitution rule
Leit5pl3 (p.296) A regra da cadeia para a antidiferencia¢ao
Leit9p10 (p.537) Integragdo de poténcias de sen e cos
Mirandal89 6.2. Integracdo por substituicdo
Mirandal92 Exemplo 6.6

Mirandal93 Nao podemos

Mirandal96 Exercicios

Miranda255 8.3 Integrais Trigonométricas

Video do Reginaldo:
https://www.youtube.com/watch?v=PTCUjrEBc4g
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Contas (1)

[ (@) da
o £ () du
ff::: cos x dx
f;:ab 2 cos 2x dx

J u=8 cosu du
U=o

u=2b
[=, cosudu
u=2a

ff:ﬂb 2 cos 2x dx

—b
f@)5=,
Fu)ll

z=b
senx| _
sen 2z[*="
sen 2b — sen 2a

u=2b
senul, o
sen uf; )
u=2b
u=2a

sen 2b — sen 2a

sen u|

—b
sen2z|7_)
x=b
[—2cos 2z dx

Tr=aqa

u=2b
[, cosudu
u=2a
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Contas (2)
[0 £ () do
[0 f () du
[ (cos a?) - 20 da

S8 cos udu

[ (cos a?) - 20 da
S0 g (hw)h () do
f;::hh(:))) g (u) du

S0 g (W) () do
[0 g(h(@) (z) de
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f@)=
F)i=?

2 1x=b
sena?|,

sen b* — sen a?
u=b2
senul,— a2

sen u|u o

u=b?
fu,:a,z cosu du

g(h(@));=,
g(h(b)) — g(h(a))
g(u)l,= ZE’;)
glu )\Z ZEZ)

=h(b
fuu:h(il)) g (u)du

=h(b
S g(u) du
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Um exemplo

Isto aqui é um exemplo de como contas com
mudanga de varidavel costumam ser feitas na
pratica:

2cos(3z +4) dx

/2(cos u) - %du

2
= g/cosudu

2
= -—senu
2
=3 sen(3z + 4)

E necessario indicar em algum lugar que a re-
lagdo entre a varidvel nova e a antiga é esta:
u=3r+4.

Compare com:

Mirandal89 6.2: Integracao por substitui¢ao
Leit5p13 (p.296) Teorema 5.2.1: a regra da
cadeia para a antidiferenciagao

Leit5p16 (p.299) Exemplo 5

Compare as contas a esquerda, que nao tém nem
os limites de integragao nem as barras de difer-
enca, com estas:

r=h
2cos(3x + 4) dx

u=3b+4

r=a

IoS—
S~

1
2(cosu) - = du
u=3a+4 3

u=3b+4
cosudu

3
¥
3

=344
senu) ‘::311:4)

[SIRSRGCIRRGUIRN)

o~

(sen(3z -+ 4))[1=,)

Noés vamos tratar a versao a esquerda como uma
abreviagao pra versao da direita. Note que pra
ir da versdo “completa” pra “abreviada” é su-
per facil, é s6 apagar os limites de integragao e
as barras de diferenga — mas pra ir da versao
“abreviada” pra “completa” a gente precisa re-
construir os limites de integragao e as barras de
diferenga, o que é bem mais dificil.
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Caixinhas de anotagoes

O meu truque preferido pra ndo me enro-
lar nas contas de uma mudanca de variavel
é fazer uma caixinha de anotagdes como
essa aqui,

u=3r+4
d— L(3x+4)=3
du _ 3
dx
du = 3dx
dr = %du

na qual: a) a primeira linha diz a relagao
entre a variavel antiga e a varidvel nova —
que nesse exemplo é u = 3x+4, b) todas as
outras linhas da caixinha sdo consequén-
cias dessa primeira, e ¢) dentro da caix-
inha a gente permite gambiarras como:

dx = 42du

Durante quase todo o curso de C2 a gente
vai tratar esse tipo de coisa como uma
igualdade entre expressoes incompletas —
mais ou menos como se a gente estivesse
dizendo isso aqui:

+20) = /99]

Na caixinha & esquerda eu colori as linhas
que sao gambiarras em vermelho.

Aqui tem um exemplo grande:
2fT112 (C2-P1, p.5) Questao 1: gabarito
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Os detalhes horriveis

Nesta pagina aqui — Mirandal93 — o Miranda diz “Nao
podemos calcular uma integral que possui tanto um x e
um u nela”, mas ele nao explica porqué... se em

w=b
/ 2 cos(u) dx

esse u fosse uma abreviagio para 3z + 4 essa integral
acima seria equivalente a do inicio do slide anterior,
né?.. =(

Neste slide eu vou tentar contar o que eu sei sobre como
o método da substituigao funciona — pra convencer vocés
de que nao vale a pena vocés tentarem entender os de-
talhes agora.

Toda mudanca de varidvel numa integral definida é con-
sequéncia da igualdade (13) do slide “Contas (2)”. Por
exemplo, compare:

rw=b N ru=h(b)
[ st 2 [ g

v=a u=h(a)

ru=3b+4 1
/ 2(cosu) - 3 du

u=3a+4

2=b
/ 2cos(3x +4) dx

z=a

A gente pode tentar descobrir qual é a substituigao certa
passo a passo, comecando pelas fungdes mais simples....
eu faria assim: olhando pra parte direita eu chuto que
g(u) = 2(cos u) - +; olhando pra parte esquerda eu chuto
que h(z) = 3z +4, e dai h(z) = 3; al cu testo esta
substitui¢ao aqui,

g(u) == 2(cosu) - %
(13) | h(z) =3z +4
W(z) =3

e vejo que o resultado dela ¢ equivalente (mas nao
iguallll) & dltima igualdade da coluna da esquerda —
nao preciso nem substituir o a e o b.
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Os detalhes horriveis (2)

Estas contas aqui,

u =
du  _ 3
dr éﬁx
du = Zhdx
T,
= 4da’dx

fazem sentido se a gente considerar que:

1. x é uma varidavel independente,

2. u é uma varidvel dependente, com u = u(z) = %,
3. uma variavel independente,

4. du é uma variavel dependente, com du = %dz,

5. estas regras sobre diferenciais valem: Leitdp61 (p.275),

6. estas regras sobre varidveis dependentes valem: Stewl14p53 (p.951),
7. o dz num [ f(z)dz funciona como uma diferencial.

Eu ja perguntei pra vdrios matematicos fodoes que eu conhego — incluindo os
desenvolvedores do Maxima, na mailing list — onde eu posso encontrar alguma
formalizagao das regras de como lidar com varidveis dependentes, diferenciais
e mudanca de varidvel na integral indefinida, e todos eles me responderam a
mesma coisa: “nao fago a menor idéia! Eu sei algumas das regras mas nao
todas, e ndo sei onde vocé pode procurar...” =(

Moral: |é melhor a gente tratar o du = 42° dz como uma gambiarra...
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Caixinhas com

[ (sen@)*(cos6)" df

[ (sen8)*(cos )™ df
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mais anotacoes

sen 0)*(cos 0)° cos 0 df

J(sen@)*(

= [(senf)*((cosf)?)3cosbdf
J(sen 6)%(
st (1—s

bene 4(1 — (sen6)?)% cos 0 do
2 3d$

= J( een@

- e

coq )5 cos 0 df
)3 ds

senf) = s

% = d%sen@ = cosf
ds = cos 0 df
cosfdf = ds

senfl = s
% = %senﬁ = cosf
ds = cos 6 df
cosfdf = ds
(cosf)? =1 — (sen §?)

(cosf)? =1—s?

| (cos0)f = (1—s%)* |
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Caixinhas

/ sV1—s2ds

/5\/1 — s2ds

/

V1-—s?

\\\

/(son 0)v/1 — (senf)? cos 0 df

(sen 8)+/(cos 9 cos 6 df
(sen 0)(cos @) cos 6 df

(sen 6)(cos 0)* d

(sen 8)(cos 0) cos 6 df

(sen 6)(cos 9 df

1
/@cosﬂdﬁ
/1(10

\\

=9

arcsen s

com mais anotagoes (2)

= fgsend = cosf

ds = cos6do

s = senf
ds _ d _
o

s =senf
% = d%sen& = cosf
ds = cosf db
52 = (sen6)?
1—s2=1-(senf)?
1— 5% = (cosh)?
V1—s2=cosf
arcsen s = arcsen sen
arcsen s =

0 = arcsen s
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O macaco, de novo

Estas duas igualdades sao falsas

1—(send)? = cosf
arcsen sen 6 0

quando @ = ... confira!

Mas elas sdo verdadeiras para 6 = 0, e para
todo § num certo intervalo em torno do 0 que
eu nao quero contar qual é.

Lembre quem em Célculo 2 a gente vai
primeiro fazer as contas como o macaco que
faz todas as contas como se tudo funcionasse,
e a gente vai deixar pra checar os detalhes,
como se 0 esta no intervalo certo, s6 no final,
depois de termos feito as contas todas.

11

O Leithold é super cuidadoso nas contas e
nesses detalhes como os dominios da fungoes
e o intervalo onde mora o #, mas a maioria
dos outros livros de Célculo 2 que eu conhego
nao sao — eles sao meio porcalhdes com esses
detalhes... e a gente também vai ser, senao
nao vai dar tempo de cobrir o suficiente da
matéria.
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Desabreviando o 42 = 99

Lembre que a nossa regra béasica pra integral Se a gente desabreviar as contas da esquerda

indefinida é esta aqui,

m = ([ rea =)

— como num dos primeiros slides — a gente

obtém isto aqui:

r=b
/ 0de 2 4212
e eu usei ela pra demostrar isto aqui: b ]
/ 0de 2 992
) r=a )
Jou 2 0 2z 2 9

/de 2 99

42 2 99

As justificativas sao:
(1): por [II}, com f(z) = 42
Eg or [II], com f(z) =99

3 01() (2)

E agora a igualdade (6) é claramente verdade

— confiral
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O truque dos intervalos

Dé uma olhada nas primeiras paginas daqui:

Leit5p3 5.1. Antidiferenciacao

O Leithold usa expressdes como “num intervalo 7,
“para todo x € I” e “definidas no mesmo intervalo” um

montao de vezes. O truque de usar sempre intervalos
resolve esse esse problema daqui super bem:

2fT24 Meme: expanding brain, versdo In

A minha definigdo preferida pra integral indefinida,
2fT23 Outra definicdo pra integral indefinida

também resolve o problema — de um modo bem mais
simples, e que ¢é suficiente pro tipo de conta que a gente
tem que treinar em Calculo 2.

2023-1-C2-mudanca-de-variaveis 2023may12 13:46


http://anggtwu.net/tmp/leithold-pt-cap5.pdf#page=3
http://anggtwu.net/LATEX/2022-2-C2-tudo.pdf#page=24
http://anggtwu.net/LATEX/2022-2-C2-tudo.pdf#page=23
http://anggtwu.net/2023.1-C2.html

MV1
A nossa férmula pra mudanga de varidvel na integral indefinida vai ser esta aqui:
vt = ([ g = [ )
Da pra demonstrar ela deste jeito,
[ raang@de = s = ) = [
onde a primeira e a terceira igualdades sdo consequéncias do [II], e a igualdade do

meio s6 vale se tivermos u = g(z).

Os livros demonstram a [MVI] de um jeitos que eu nunca achei muito convincentes
— ou fingindo que tudo é ébvio, ou “derivando tudo em z”. As contas abaixo me
ajudaram a entender o que acontece quando a gente “deriva tudo em z”:

d ([ N d, o d . d[,
([ ruwwwa) = i) = £ = 4 [ rwa

Fg(@))g' (2) f9@)g' (@) NG Flw)
F'g(x))g'(z) —
Flg(x))
F'(g(x))g’ (x)
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Exercicio 1

Simplificando raizes quadradas
Nas tltimas aulas vocé aprendeu — na préatica, nao
vendo uma definigao formal — o que é transformar
uma integral mais dificil numa integral mais facil,
que nods sabemos integrar...
a) Digamos que vocé sabe integrar [ v/1 — s2ds.
Transforme [ /1 — (5z)%>dz em algo que vocé
sabe integrar.
b) Transforme [ /1 — (az)?dz em algo que vocé
sabe integrar.
. . . . k

¢) Digamos que vocé sabe integrar j V1—s2"ds
para qualquer valor de k.

42
Transforme [ /1 — (52)2 " dz em algo que vocé
sabe integrar.

42

d) Transforme [ /1 — (az)? ~ dz em algo que vocé

sabe integrar.

e) Transforme [ /1 — (n,,r)?’C dz em algo que vocé

sabe integrar.

f) Transforme [ /1 — ((w)r"k dz em algo que vocé

sabe integrar.

¢) Entenda este truque aqui:

(/3 — 32 ha?
VE=FCP
= VEO-EP
= VB/I-(5)
3y1- (21
Use ele — com adaptagdes, 6bvio — pra transformar
f V25 — 22 dx em algo que vocé sabe integrar.

h) Use ele pra transformar [ /25— a2 * dz em
algo que vocé sabe integrar.

i) Use ele pra transformar [ v/a®> — 22 dz em algo
que vocé sabe integrar.

. > Sk

j) Use ele pra transformar [ v/a? — 22" dz em algo
que vocé sabe integrar.

j) Use ele pra transformar [ 2%va® — 22" dz em
algo que vocé sabe integrar.

VE—Z# =

—

<
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Exercicio 2

No final da aula de 28/set — veja a foto do quadro:
http://angg.twu.net/2022.2-C2/C2-quadros.pdf#page=23

lllés vimos que a demonstragdo de que ﬁlnz =
© bode ser generalizada, e af a gente obtém a
“férmula da derivada da fungdo inversa”, que eu
chamei de [DFI]...

Essa generalizacdo pode ser “especializada” pra
obter outros casos particulares diferentes de

d e — 1
Tz =_.

a) Faca o primeiro exercicio que eu pus no quadro:

g(z) := arcsenx
(z) := arcsen’ z

1— (senx)?

¢) Use as identidades trigonométricas que va-
mos ver em sala pra encontrar uma férmula pra
derivada do arctan.

d) Use as identidades trigonométricas que va-
mos ver em sala pra encontrar uma férmula pra
derivada do arcsec.
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Exercicio 3
Slogan:

Toda integral que pode ser resolvida por
uma sequéncia de mudancas de variavel
pode ser resolvida por uma mudanga de var-
idvel s6.

Durante a quarentena eu dei algumas questoes de prova
sobre este slogan. Dé uma olhada:

http://angg. twu.net/LATEX/2020-2-C2-P1. pdf #page=4
http://angg. twu.net/LATEX/2020-2-C2-P1. pdf#page=9
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-P1.pdf#page=15

a) Resolva a integral abaixo usando uma mudanga de
varidvel s6 (dica: u = g(h(z))):

/ F(g(h(@)g (@)K () de = ?

b) Resolva a integral acima usando duas mudangas de
varidvel. Dica: comece com u = h(z).

O Miranda e o Leithold preferem fazer em um passo sé
certas mudangcas de varidveis que eu prefiro fazer em dois

ou trés passos. Entenda o exemplo 8.1 do Miranda — o
da segao 8.4, na pagina 264...

http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#263

¢) ...e descubra como resolver a integral dele fazendo
duas mudangas de varidveis ao invés de uma s6. A se-
gunda mudanca de varidvel vai ser s = sen 0, e a primeira
eu prefiro ndo contar qual é — tente usar as idéias do ex-
ercicio 1 pra descobrir qual ela tem que ser.
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