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Questao 1
(Total: 2.0 pts)

Calcule a média, o desvio médio e a variancia de
cada uma das distribuigdes abaixo.

a)AZEILH b)

012345 012345
)% f> 012345
i)% 1)?5—751

Néo é preciso simplificar as fragdes. Arrume os
seus resultados em trés tabelas com essa cara aqui:

Média Desvio médio Variancia

a) b; a) b) a) b)

c) d c) d) ) d)
e) f) e) f) e) f)
g b g b g b

—.
—

i)

Questao 2
(Total: 4.0 pts)

Na turma que eu usei num monte de exemplos as
criangas se chamavam Ana, Bia, Carlos, Dani, Ed-
uardo, Fébio, Geraldo, Helod, Inés e Joana. O
diagrama abaixo diz quantas balas “X” e quantas
balas “Y” cada crianca tem — por exemplo, a Joana
tem quatro balas X e uma bala Y.

a) Transforme as informagoes do diagrama acima
numa tabela. A sua tabela deve ter pelo menos
estas colunas aqui: i, nome;, X;, Y, e Z; = (X; —
Y;) — mas vocé pode acrescentar outras se vocé
achar que isto vai te ajudar a responder os outros
itens.

b) Calcule estas probabilidades:

P(X <0), P(Y <0), P(Z=0),
P(X<1), P(Y <1), P(Z=1),
P(X <2), P(Y<?2), P(Z=2),
P(X <3), P(Y <3),
P(X <4), PY <4)
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Questao 3

(Total: 4.0 pts)

Aqui nés vamos usar o mesmo diagrama da questdo 2. Nesta
questao vocé pode usar tanto os diagramas que s6 tem bolinhas
da terceira coluna do anexo quanto os diagramas que tém bolinhas
e blobs que eu desenhei & mao e pus na coluna da direita. O ultimo
desenho, com um blob pequenininho dentro de um blob maior, é
um jeito de visualizar probabilidades condicionais.

a) Represente graficamente estes eventos:

X <2, X >2

Y >2,Y <2

Z>0,7Z>1,

e diga a probabilidade de cada um deles.

b) Para cada uma das probabilidades condicionais abaixo
represente-a graficamente e diga quanto ela vale como um nimero:
P(X <2|Z>0),

P(Z>0|X >2).
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Médias
Definigio: X =
Digamos que temos duas varidveis, A e D —
“antes” e “depois” — que dizem o nimero de
pagocas de cada crianga antes e depois do
Carlos dar uma pagoca pra Beatriz. As dis-
tribuicoes de A e de D sdo diferentes, mas
como o nimero total de pagocas nao mu-
dou as médias dessas duas distribui¢oes sao
A =D. Por exemplo:

i nome; A; D;
Ana 11
Beatriz 1 2
Carlos 4 3
Dani 5 5

T2

[B]
Média () = Média

Desvio médio e variancia

VX% - X

var(X) = & 30 (X - X)?

Lembre que [42| = 42, | — 42| = 42, e que nas
aulas a gente calculou o desvio médio e a var-
iancia usando “histogramas com numerozin-
hos”, como esses aqui:

[2T1]o]x []
1 34

e

1 [4T1foTx
2 1234

0

s

Probabilidade

Uma varidavel que s6 pode assumir os valores
“V’ (verdadeiro) ou ‘F’ (falso) é uma varidvel
booleana.

A operagio [] (“colchete”) transforma boole-
anos nos valores 0 e 1. Por exemplo:

Se B é uma variavel booleana e todas as lin-
has da nossa tabela sao “equiprovavei
a probabilidade de B, P(B) ¢ definid:

As vezes a gente intepreta expressoes como
‘A < 42’ como varidveis com nomes longos —
eal (A < 42); = (A; < 42). E as vezes a
gente coloca defini¢des na primeira linha da
tabela. Por exemplo, em

i A Bi=(A<42) G=|[B]
T 200 F 0
220 v 1
399 F 0

a segunda coluna diz que cada B; vai ser
definido como o resultado do A; < 42 cor-
respondente e lista os valores dos ‘B;’s, e a
terceira coluna faz a mesma coisa pros ‘Cy’s.
Neste caso temos C = [B] = } e:

P(B) = P(A < 42) = é

2023-1-ES-P1 2023jun24 03:25

Conjuntos

Se Q0 ={1,2,3.4}, A={1,2} ¢ B = {2,3}
entdo AU B = {1,2,3}, AN B = {2},

e A= {3,4}.

As vezes a gente diz qual é a probabilidade
de cada “evento”. Nés usamos este exemplo
aqui vdrias vezes:

Quando a gente nao diz a probabilidade
de cada evento fica implicito que eles sao
equiprovave

Probabilidade condicional
A defini¢ao é: P(A|B) = P(AN B)/P(B).

Por exemplo:
(L) e

7
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Questao 1: gabarito

D4 pra passar de cada distribui¢ao
na coluna da esquerda pra dis-
tribuicdo abaixo dela transferindo
uma pagoca de uma crianga pra
outra, e idem na coluna da dire-
ita... entdo todas as distribuigoes a
esquerda tém a mesma média, que é
2, e todas as distribuigoes a esquerda
também tém a mesma média, que é
3. E ai d4 pra calcular os desvios
médios e as varidncias fazendo his-
togramas com numerozinhos — veja
os diagramas a direita.

[0]
: ot o1 P finn o1
d)(ll2.545 b)u12345 “)«uya;s b)[)12‘54J
. o1 1ot . 1ot o1
L)1)12345 d)u12345 L)mz:j.ls d)[)12343
[TToTT2] [2TToTiT2] [aTiTolT4] [4]1ToTaT4]
e)nwsm f)(ll2315 e>uuz:5‘3 f>01131;
) [2] [0] [2 2| [0] |2 o) [4] [0] [+ 4] [0] 2
3)012315 h)mz:zls 0)012313 h)mzsm

DB B ) BB o8 B

el

=

o 1) il

07172345 0

071723475

Média Desvio médio Variancia

a) 2 b) 3 a) 2/5 b) 2/5 a) 2/5 b) 2/5
c) 2 d) 3 c)4/5 d) 4/5 c) 4/5 d) 4/5
e) 2 f) 3 e) 6/5 f) 6/5 e) 10/5 f) 10/5
g) 2 h) 3 g) 8/5 h) 8/5 g) 16/5 h) 16/5
e )3 i) 8/5  j)8/5 i) 14/5 ) 14/5
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Questao 2: gabarito
Figura original:

O item (a) d4 esta tabela:

=

nome;

Y Zi=

O item (b) d4 isto aqui:

P(X <0)= PY
P(X<1)= 3/10 PY
P(X <2)=6/10, P(Y
P(X <3)=9/10, P(Y
P(X <4)=10/10, P(Y

i
1 Ana

2 Bia

3 Carlos
4 Dani

5 Eduardo
6

7

8

9

0

w

Fabio
Geraldo
Heloa
Inés
Joana

WD = W N =W N
=N NN W W

—
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Questao 3: gabarito
Item a:

X<2 = fi X>2 = |

P(X<2) = 6/10 P(X>2) 7/i0
y>2 = | V<2 = L
P(Y>2) = 6/10 P(Y<2) = 7/10
Z>0 = | Z>1 = |
P(Z>0) = T7/10 P(Z>1) = 4/10
Item b:

P(X<2|Z>0) =
——  ——
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Avisos (do dia anterior a prova)

Eu ainda nao fiz as questoes da prova!

A préxima folha tem o anexo que eu prometi - uma folha com um
monte de defini¢oes e exemplos que podem ajudar vocés a fazerem as
questoes da prova.

A parte em que as pessoas tiveram mais dificuldade foi a das “var-
iaveis com nomes longos” da coluna do meio do anexo. A gente discutiu
isso no dia 10/maio, nas paginas 16 e 17 do PDF com as fotos dos
quadros. O link é este: 5gQ16. Revisem isso!l! =)

2023-1-ES-P1 2023jun24 03:25
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Questao 1

(Total: 5.0 pts)
Lembre que em distribui¢oes continuas as probabilidades sao repre-
sentadas por dreas. Por exemplo, se isto é a distribuigao da varidvel

Y

entio P(A < 1.5) = 1/8.

a) (2.0 pts) Seja B a distribui¢do continua abaixo a esquerda.
Complete a tabela abaixo a direita. nesta prova vocé
nao precisa simplificar ou calcular fragoes — se vocé chegar num
resultado como 3 + % vocé pode responder 3 + ]% mesmo, nao
precisa transforma-lo em 3.142857.

z PB<ux)
0.0
0.5
1.0
1.5
2.0
X 25
3.0
3.5
4.0

o
©
w
>
“

No curso nés aprendemos o que sio quantis usando principalmente
exemplos, porque a definigao de quantil que aparece no livro é meio
complicada... por exemplo, para a varidvel A da figura & esquerda
temos P(A < 1.5) = 1/8 = 12.5%, e portanto ¢(1/8) = ¢(12.5%) =
1.5. Note que os quantis dependem da distribui¢ao — o ¢(1/8) para
a varidvel B pode ter um valor totalmente diferente do ¢(1/8) para
a variavel A.

b) (3.0 pts) Seja C esta distribui¢do continua:

—

- X
o 1 2 3 4 s ¢ * 8

2023-1-ES-P2 2023jul05 20:06
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Questao 2

(Total: 5.0 pts)

No curso a gente viu vdrios jeitos de visualizar
“vériaveis com nomes longos”; por exemplo, no l-
timo desenho da primeira coluna da folha de dicas
da P1 —a pagina 5 do PDF da prova — eu desenhei
o valor de cada (X — X)? dentro do quadradinho
correspondente.

Nesta questao vocé vai ter que calcular Cov(X,Y)
para varias distribui¢des em duas varidveis. A
definigao é:

Cov(X,Y) = (X—X)(Y -Y)
- %le (X -X)(v;-Y))

Para cada uma das distribuigdes em duas variaveis
a direita calcule Cov(X,Y) usando as dicas que eu
vou pér no quadro (e que depois viraram a pagina
4 do PDF da prova).

2023-1-ES-P2 2023jul05 20:06
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Meédias

Defini X=% >N X

Digamos que temos duas varidveis, A e D —
“antes” e “depois” — que dizem o nimero de
pagocas de cada crianga antes e depois do
Carlos dar uma pagoca pra Beatriz. As dis-
tribuicoes de A e de D sao diferentes, mas
como o nimero total de pagocas nao mu-
dou as médias dessas duas distribui¢oes sio
iguais: A = D. Por exemplo:

i nome; A; D;
1 Ana 11
2 Beatriz 1 2
3 Carlos 4 3
4 Dani 5 5

T

[B]
Média () = Média

Desvio médio e variancia

dm(X) = & £ X0 - X

var(X) = L2 (x, - X2

Lembre que [42| = 42, | — 42| = 42, e que nas
aulas a gente calculou o desvio médio e a var-
idncia usando “histogramas com numerozin-
hos”, como esses aqui:

Probabilidade

Uma variavel que s6 pode assumir os valores
V7’ (verdadeiro) ou ‘F” (falso) é uma varidvel
booleana.

A operagio [-] (“colchete”) transforma boole-
anos nos valores 0 e 1. Por exemplo:

2<3=[V]=1,
2> 3] = [F|

Il
o

Se B é uma variavel booleana e todas
has da nossa tabela sao “equiprovavei
a probabilidade de B, P(B) é definida assim:

M-
&

P(B) =5

As vezes a gente intepreta expressdes como
‘A < 42’ como varidveis com nomes longos —
eal (A <42); = (4 < 42). E as vezes a
gente coloca defini¢oes na primeira linha da
tabela. Por exemplo, em

i A Bi=(Ai<42) Ci=[B]
T 200 F 0
220 v 1
399 F 0

a segunda coluna diz que cada B; vai ser
definido como o resultado do A; < 42 cor-
respondente e lista os valores dos ‘B;’s, e a
terceira coluna faz a mesma coisa pros ‘C;’s.
Neste caso temos C = W = % e:

P(B) = P(A < 42) = %

2023-1-ES-P2 2023jul05 20:06

Conjuntos
Se 0 ={1,2,3,4}, A={1,2} e B={2,3}
entio AUB = {1,2,3}, AN B = {2},

As vezes a gente diz qual é a probabilidade
de cada “evento”. Nés usamos este exemplo
aqui vérias vezes:

Quando a gente nao diz a probabilidade
de cada evento fica implicito que eles sao
equiprovéiveis.

Probabilidade condicional
A defini¢ao é: P(A|B) = P(AN B)/P(B).

HRAIE A
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Mais dicas

as questoes desta prova vao testar se vocé sabe
visualizar e representar graficamente o que certos con-
ceitos e certas expressoes matematicas querem dizer. D4
pra fazer as questoes sem saber como visualizar quase
nada, mas af vocé vai ter que fazer um monte de contas e
tabelas e vai levar horas; se vocé souber como visualizar
e desenhar tudo vocé vai conseguir fazer cada item da
prova em poucos segundos.

Todos os truques de visualizac¢ao estao explicados — com
exemplos! — na “folha com muitas dicas” que ¢ exata-
mente igual & que eu pus na P1 e na P2 e no resto desta
folha daqui.

Se vocé ainda ndo souber algum truque de visualizacao
tente entender os exemplos!!!

Sobre fragées

Nesta prova vocé nao precisa simplificar ou calcular
fragoes — se vocé chegar num resultado como 3+ % vocé
pode responder 3+ % mesmo, nao precisa transforma-lo
em 3+ %, em % ou em 3.142857.

Probabilidade condicional
Esse aqui é o “método dos blobs” pra visualizar proba-
bilidades condicionais:

Se A= }q eB:
entdo P(A|B) =3/5 (k )

e P(B|A) = 3/4 (L) .

Ele é equivalente ao método do final da folha com muitas
dicas mas ele é bem mais pratico.

Probabilidades acumuladas e quantis
Lembre que em distribuigoes continuas as probabili-

dades sao representadas por dreas. Por exemplo, se isto
é a distribuigao da varidvel A,

-

o 172 3

Y

o

s
X

entao:
P(A<15)=1/8=125%¢
q(1/8) = ¢(12.5%) = 1.5.

2023-1-ES-VR 2023jul12 16:24
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Médias
Definigio: X =
Digamos que temos duas varidveis, A e D —
“antes” e “depois” — que dizem o nimero de
pagocas de cada crianga antes e depois do
Carlos dar uma pagoca pra Beatriz. As dis-
tribuicoes de A e de D sdo diferentes, mas
como o nimero total de pagocas nao mu-
dou as médias dessas duas distribui¢oes sao
A =D. Por exemplo:

i nome; A; D;
Ana 11
Beatriz 1 2
Carlos 4 3
Dani 5 5

Média () = Media (w)

Desvio médio e variancia

dm(X) = L3V, X - X]|

var(X) = £ 50, (X, - X)?

Lembre que [42| = 42, | — 42| = 42, e que nas
aulas a gente calculou o desvio médio e a var-
iancia usando “histogramas com numerozin-
hos”, como esses aqui:

2]1[0]1]2

4]1]0]1]4
T35

Probabilidade

Uma varidavel que s6 pode assumir os valores
“V’ (verdadeiro) ou ‘F’ (falso) é uma varidvel
booleana.

A operagio [] (“colchete”) transforma boole-
anos nos valores 0 e 1. Por exemplo:

Se B é uma variavel booleana e todas as lin-
has da nossa tabela sao “equiprovavei
a probabilidade de B, P(B) ¢ definid:

As vezes a gente intepreta expressoes como
‘A < 42’ como varidveis com nomes longos —
eal (A < 42); = (A; < 42). E as vezes a
gente coloca defini¢des na primeira linha da
tabela. Por exemplo, em

i A Bi=(A<42) G=|[B]
T 200 F 0
220 v 1
399 F 0

a segunda coluna diz que cada B; vai ser
definido como o resultado do A; < 42 cor-
respondente e lista os valores dos ‘B;’s, e a
terceira coluna faz a mesma coisa pros ‘Cy’s.
Neste caso temos C = [B] = } e:

P(B) = P(A < 42) = é

2023-1-ES-VR 2023jul12 16:24

Conjuntos

Se = {1,2,3,4}, A= {1,2} ¢ B = {2,3}
entio AUB = {1,2,3}, AN B = {2},
o A° = {3,4}.

As vezes a gente diz qual é a probabilidade
de cada “evento”. Nés usamos este exemplo
aqui vdrias vezes:

Quando a gente nao diz a probabilidade
de cada evento fica implicito que eles sao
equiprovave

Probabilidade condicional
A defini¢ao é: P(A|B) = P(AN B)/P(B).

Por exemplo:
(L) e

7
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Questao 1.
(Total: 3.5 pts)
Seja A esta distribuigdo em duas varidveis,

esejam Z=X+Y eW=X-Y.

Para cada um dos itens abaixo mostre como
representd-lo graficamente e diga o seu resultado
como um ntimero. Os itens mais faceis valem bem
poucos pontos mas eles vao ajudar vocé a fazer os
itens mais dificeis, que valem muito.

a) P(X=1) k) P(W=0)
b)) P(X=2) mn) POW=1

o P(X=3 o PW=2)

) iy P PEsrsy

- q < <

h PX<3) bz 21
g) P(Z=0)

n P(Z=1)

) P(Z=2)

i) P(Z<0)

K P(Z<1)

) P(Z<2)

2023-1-ES-VR 2023]

ull2 16:24
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Questao 2.

(Total: 3.0 pts)

A covariancia de duas varidveis, X e Y, é definida
desta forma, como a média de uma “varidvel com
nome longo”:

Cov(X,Y) = m
= XL (G -X)-Y))

Calcule Cov(X,Y) para cada uma das dis-
tribuigdes em duas varidveis abaixo. Dica: vocé
pode fazer isso em duas etapas — primeiro vocé
representa graficamente (X —X)(Y —Y) como um
numero do lado de cada pontinho e depois vocé
calcula a média disso.

(L)E:;'; b)L;': ”)L';-m d)t;“
E)Eji; f)l};L“ Q)LE““ h)l:;“
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Questao 3.
(Total: 3.5 pts)

Seja A esta distribuigdo continua:

Complete as duas tabelas abaixo:

°T

—

|

1
1 2

r P(A<u)

T
0.0
0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0
3.5
4.0
4.5
5.0

T SN
3 4 S 6 %
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