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Introducao

Cada um dos trés livros que nds estamos usando
— Stewart, Miranda, Leithold — tem pelo menos
um capitulo com varias “aplicagoes da integral”.
Em cada uma dessas “aplicagoes” a gente aprende
como pegar um certo conceito de Geometria ou
Fisica, como volumes, comprimento de arco, dreas
de superficies de revolugao, ou centro de massa e ai
expressar a quantidade que a gente quer calcular
como um somatério, e depois a gente transforma
esse somatério numa integral. O método é sempre
o0 mesmo, e ele tem dois passos: “expressar como
somatério” e “transformar o somatério numa in-
tegral”. O passo de “expressar como somatério”
é sempre trabalhoso e exige um olhdmetro afi-
ado pra gente entender os argumentos geométri-
cos e as contas correspondentes a eles, e 0 passo
de “transformar o somatério numa integral” exige
um truque no qual a gente usa “partigoes pontil-
hadas” ao invés de “partigoes”; e se a gente escolhe
os ‘m;’s das partigdes pontilhadas exatamente do
jeito certo — se a gente escolhe os pontos
usando o Teorema do Valor | M édio para Integrais
—al o limite dos somatérios vira algo bem simples...

Normalmente em Calculo 2 a gente apresenta a
demonstracao da “férmula” de cada uma das “apli-
cagoes” super rapido, e quase ninguém entende as
demonstragoes — mas as pessoas decoram as férmu-
las e as vezes conseguem aplicar elas na prova... e
depois elas esquecem tudo.

Neste semestre eu vou tentar apresentar os passos
mais importantes de uma dessas “aplicagbes” — a
férmula pro comprimento de arco — com exemplos
simples, figuras e exercicios... se tudo der certo
depois vai ficar facil entender as outras aplicagoes.
Tomara que funcione! =)
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Pontos “magicos”

Eu vou dizer que os “pontos magicos” pra uma funcio
f(z) no intervalo [a,b] — ou: os pontos magicos pra in-
tegral [ f(
decem isto aqul,

x)dz — sdo os pontos m € [a,b] que obe-

—b
/= f(z)dz = f(m)(b—a)

Os pontos magicos vao fazer os nossos somatérios vi-
rarem integrais de um modo magicamente simples. Por
exemplo:

(m;)(b; — a;)
) bl —a) + f(mz)(bz —a)
dx+f” " f(2) da

A figura da préxima pagina mostra os dois pontos magi-
cos para a minha parabola preferida, f(z) = 4—(z—2)?,
no intervalo [0,4]. As figuras das paginas 6 a 9 mostram
o0s pontos magicos pra f(z) nos subintervalos de varias
parti¢des do intervalo [2,4].

Os pontos magicos geralmente sdo bem dificeis de cal-
cular na mao; usando o Maxima eu consegui descobrir
que os pontos magicos da proxima pagina sao:

24/3 -2 24/3 42
— € = —F"
V3 V3
Os pontos magicos das outras paginas tém férmulas hor-

riveis — eu usei o Maxima pra calculd-los e pra fazer os
desenhos.

T =

Os livros usam argumentos que mostram que os pontos
magicos existem, mas nao calculam eles explicitamente.

O Stewart e o Miranda chamam os pontos méagicos de
‘of’s ao invés de ‘m;’s, e o Leithold chama eles de ‘¢;’s
Essas notag¢oes nao deixam claro o quao magicos esses
pontos sdo. =(

Dé uma olhada aqui: StewPtCap4pl5. Ele diz:

O Teorema do Valor Médio é um exemplo do
que é chamado teorema de existéncia. Da
mesma forma que o Teorema do Valor Inter-
mediario, o Teorema dos Valores Extremos
e o Teorema de Rolle, ele garante que existe
um nimero com certa propriedade, mas nao
nos diz como aché-lo.
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Algumas contas
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Compare com:
StewPtCap8p6 (p.489)
MirandaP302
Leit6p19 (p.390)

2023-2-C2-comprimento-de-arco 20230ct24 05:22


http://anggtwu.net/tmp/stewart71pt-cap8.pdf#page=6
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=302
http://anggtwu.net/tmp/leithold-pt-cap6.pdf#page=19
http://anggtwu.net/2023.2-C2.html

11

Somas de Riemann com pontos escolhidos

Uma parti¢ao pontilhada, ou uma particio com pontos escolhidos,
& um par (P, Q) onde: P é uma particdo de um intervalo [a, b] com
N subintervalos ¢ Q = (my,...,my), Vi € {1,..., N}.m; € [a;, bi].

Se (P, Q) ¢ uma parti¢ao pontilhada, entao:

/ e wa )b — )

Cada um dos livros que estamos usando define isso de um jeito
ligeiramente diferente. Se vocé tiver tempo e curiosidade dé uma
olhada nestas paginas:

StewPtCap5p16 (p.337) pontos amostrais
Leit5p41 (p.324) ponto escolhido
MirandaP213 marcas

Exercicio

As figuras da direita definem uma fun¢do f(z) e duas particoes
pontilhadas do intervalo [2,6]; vou chama-las de “parti¢io pontil-
‘p.p-esq.”) e “particdo pontilhada da direita”
. nés temos:

hada da esquerda”
(“p.p.dir”). Na p.p

Jpof@)de = 12-(41-2)
+ 30-(5-4
4+ 20-(6-5)
Seja g(x) = 1+f’( )

a) Quanto é fPQ z) dz na p.p.dir.?
b) Faca o grifico de f( ).
¢) Faga o gréfico de g(x).

P ={2,3,4,56}

Q=(22,33,44,55)
i oa; b I, m;
T 2 3 [23] 22
2 3 4 [3,4 33
34 5 [4,5 44
45 6 [5.6 55

Exercicio (cont.)

d) Quanto é f,,QJ r) dz na p.p.esq.?
e) Quanto é f‘,Q g(z) dz na p.p.d
f) Quanto ¢ f V1+ f(x)2de?

é (h702)2+(f( )*f(ﬂ)) na p.p.esq.”?

h) Quanto é 21 1V (b —ai)? + ( f(a;))? na p.p.dir.?
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Revisao de pontos magicos

Lembre que:

——
—t+———+—o 00—+ T—+—0—0—0 00+
P =1{2,4,56} P =1{2,3,4,56}
Q =(22,4.4,5.5) Q =(2.2,3.3,4.4,5.5)
ioa; by L omy i oa; by I my
1 2 4 [2,4] 22 1 2 3 [2,3] 22
2 4 5 [4,5] 44 2 3 4 [3,4] 33
3 5 6 [56] 55 3 4 5 [4,5] 44
4 5 6 [5,6] 55
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Exercicio
Vou definir M (a,b) desta forma:

M(a.b) = {o€fa]| f(x) = 10S0))

Considere que a igualdade f'(z) = w retorna

“falso” nos pontos em que f(z) ndo é derivavel.
Diga quem s@o os conjuntos abaixo.
a) M(0,2)

M(2,4)

Obs: compare:
StewPtCap4pl4 (p.257) 4.2 O TVM
StewPtCap6p33 (p.410) O TVM para Integrais
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Trés tipos de pontos magicos

7 7
6 6
5 st
4 4
3 st

L
2 2 E

L
1F 1
0 . . . . . 0 Py . .
0 1 2 3 4 5 6 7 o 1 2 3
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