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Avisos

D4 pra acessar a P1 do semestre passado, e as
dicas pra ela, aqui:

2¢T107 (2023.1) Dicas pra P1
297109 (2023.1) P1

A P1 deste semestre vai ter pelo menos uma
questao de integracao por mudanga de variavel e
vai ter uma questao de fragoes parciais. Ela nao
vai ter uma questao de integracdo por partes
porque eu vou considerar que integracdo por
partes é uma técnica de integragdo que serve
principalmente pra preparar a gente pra apren-
der técnicas mais complicadas.

Voceés podem estudar técnicas de integragao por
estes dois capitulos do Stewart:

StewPtCapb Integrais

StewPtCap7 Técnicas de integragao

Depois vou colocar aqui os links pras segoes
mais importantes.

Segundo o cronograma no plano de curso era pra
eu ter apresentado fragdes parciais na ultima
aula (6/set), mas eu nao consegui. A gente vai
deixar pra aprender fracoes parciais depois de
mudanga de varidvel.

Estudem pelo livro!!! O que a gente vai ver nas
proximas aulas sdo coisas que complementam o
livro e que vao ajudar vocés a nao errarem nas
questoes da prova.
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Integracao por partes: um exemplo

Lembre que o Mathologer diz no video
dele que o melhor modo da gente apren-
der Calculo é comegar escrevendo idéias
que a gente acha que devem ser ver-
dade, e depois a gente vé se elas dao
resultados certos e se elas fazem sen-
tido... e se fizerem sentido a gente tenta
formalizar elas.

Ele também diz — a partir daqui, na
“lombada ntimero 17,

CalcEasy20:27

que a integral é a inversa da derivada,
mas que [ cosz dx pode retornar tanto
senx quanto 42+senx. As contas a di-
reita sao bem improvisadas, mas como
eu indiquei em cima que elas sdo s6 uma
idéia que pode estar cheia de erros o
“colega que seja menos meu amigo” nao
vai poder reagir deste jeito aqui...
2¢T20

Exercicio 0:
Calcule %(mzer — 2ze” 4 2€").
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Idéia (que pode estar cheia de erros):
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Trés provas da regra da integral da soma

Sejam:  [DSoma] = ((f+g)' =f+d),
[ = E_{f’d:z:f).
[MISoma] = ([ f+gde= [ fdr+ [gdr)
e [TFCI] = (( 0] rif) :f(r)).

Queremos ver que [ f+gde = [ fdr+ [gda.

Compare esta prova aqui, que é bem passo a passo
e que tem justificativas bem detalhadas,

Digamos que jad
e o
Entio  (F+G)

(F+aG)y
[ fdx

[ fda
Jydx

Jgdx
Jf+gde

[f+gdx

1z 11z 1=
=
N+
e e

=
o}

= G,
)

L e
© [fdr+G

J(F+Gydv

por [DSoma] [ =t
por 1

por 2

por3,deb

por 1

por 10 e 11
por 6
por (19 [ A5 ]

por 9

& [ fdr+ [gdr por 12

an

[ fdz+ [gde por13, 14,15, 16

e

...com esta outra aqui,

Digamos que A
e ean-]

Entio  (F+G)
[fde 2
[gde ©
[f+gde 2

e com esta aqui:

Sabemos ane ([ £(t)at)

e (1

Sejam:

Entao:

a(t) dt)/

Fl(x)
G(x)
ol

“

(F+ay

[ fde
Jgdx

[f+gde

f
g.

2 pyg por [DSoma)
f+a, porle2
F, por e [Il]
G, por 2 e [11]
J(F+GYyds por3ed
F+G por [I1]

Jfdz+ [gdr por5e6

@
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fl@)
g(x).

f(t)dt,
— 9(t)dt.

£

9

Fia

f+g.

G,
J(F+Gydr
F+G

[ fdv+ [gde

por [TFC1]
por [TFC1]

porle3
por2ed
por [DSoma]
por5e6
por 5 e [11]
por 6 e [IT]
por7e8
por [IT

por 9 e 10.


http://anggtwu.net/2023.2-C2.html

“Escreva as justificativas”

Lembre que eu chamei a regra da multiplicacio por constante na derivada Exercicio 2.
de [DMC] e a regra da soma na derivada de [DSomal. Vou usar Escreva as justificativas dos passos que tém um “por ...
nomes curtos aqui pra regra da multiplicagio por constante na integ) abaixo. Aqui vocé nio precisa escrever as substituicoes - vocé pode

na demonstragio

indefinida e pra regra da soma na integral indefinida: escrever “por [11]” a0 invés de “por [11] [ fz )
[IMC] = (fefde=c[fdr) . . C
[ISoma] = ([ f+gde= [ fdr+ [gdr) Sabemos que ( ima f(t)dt) = f(x) por ...
Nos exercicios 1 e 2 abaixo o contexto vai ser este aqui: Seja F(z) @[O0 f(t)dr.
) L Entiio: ey por ...
Seiam: MG = (el =), (F) 2 ef, por ...
N Jefde cF por ...
e mrren = (K s0a) = 7o) offdr por..

Queremos ver que [ cf dv =

Exercicio 1.

Escreva as justificativas “completas” de cada passo da demonstracio
abaixo — alids, s6 dos passos que tém um “por .. a direita. Uma
justificativa “completa” 6 uma em que a gente diz as substituicdes, como

aquic (11 [ £230.
Digamos que F 1.

Entdo: [F'de £ F por

[fdz 2 F por

(cF) 2 cF por

por

(cF) 2 cf, por

Jefde 2 [(eF)Ydz por

cF por
of fdr  por ..

Jefde 2 cf fdr por .
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“Escreva as justificativas” (2)

E muito comum os livros escreverem demonstragoes de um jeito su-
per curto e super dificil de entender. As duas técnicas mais basicas
pra gente decifrar essas demonstra¢des super curtas sio 1) testar
casos particulares e 2) reescrever elas com mais passos de modo
que cada passo da versao expandida fique facil de justificar. Nos
exercicios desta pagina vocé vai exercitar a técnica (2).

Uma das férmulas mais 1iteis — e mais dificeis de entender — de Cél-
culo 2 é essa aqui, a da mudanga de variavel na integral indefinida:

[MVI] = (/f(g(r))g’(z)dx = /f(U)dU>

Ela tem uma demonstracio curta que eu levei mais de 20 anos pra
entender e uma demonstragao mais comprida em que os passos sio
bem mais faceis de justificar. O Stewart e o Miranda mostram a
demonstragao curta nestas paginas daqui:

StewPtCap5p48 (p.369) 5.5 A Regra da Substitui¢ao
MirandaP189 6.2 Integragao por substitui¢iao

e uma versao da demonstragao mais comprida nestas paginas:
MirandaP230 7.6 Integragao por Substituicdo na Integral Definida

StewPtCap5p51 (p.372) Regra da Substitui¢do para as integrais
definidas

Vocé vai precisar de muitos chutes e testes pra resolver os dois
exercicios desta péagina, e vocé provavelmente nao vai conseguir
resolvé-los num dia sé... mas eles vao te ajudar com questoes que
véo valer muitos pontos nas provas!

Exercicio 3.

Reescreva a demonstracio abaixo com mais passos e com justifica-
tivas completas; repare que nela estd implicito que F’ = f. Lembre
que vocé pode acrescentar passos no inicio!

[ Flg@))g (@) de = F(g(x))[2
F(g(b)) — Flg(a))
Fu)['=2)

u=g(a)

= L5 fwdu

Exercicio 4.
Faca a mesma coisa aqui:
[ fg(@))g (@) de = F(g(x)
= F(u)
J F(u)du

Dica: refaca os exercicios 3 e 4 vérias vezes em dias diferentes até
vocé conseguir refazé-los sem errar muito e sem demorar muito...
cles vao te ajudar a entender porque é que a gente nao pode misturar
a varidvel antiga e a nova na mesma integral. Releia esta histéria
aqui, 2gT11, trate estes exercicios como exercicios de musica, e seja
como o Bob!
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Um caso particular

(MVD) = (=g @de = [0 fu)de )
( f::::f(h) 22dr = ::Zihf(u) du )

au
o
sl
[

(fl “sen(22) - 2dr = ['5 ﬁenudu)

=
el

=

o
i
NE

=

Il

1272 fg()g' (@) de = F(g(@)[:
F(g(b)) - < ()
Flu

= 9(b)

MVD4] =
rg(hu) g(a)
= i
P2
F(2b) — F(2a)
Fu)lian
Jion f(u) du
F(2n)[2)
F(2b) — F(2a)
Pz,

[ senudu
u=2a

du

J720 f(22) 2d

|: o - :| [ sen(2) - 2da
MVD4] | ¢

f(u) :=senu

(— cos 2z)["="

=a

(—cos2b) — ( cos 2a)

(cosulict
[ senudu

u="

f(u) :=senu
F(u) := (—cosu)

g,z) =2z f:::: sen(2z) - 2dx
pivog | 9=
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Um caso particular (2)

MVT] = (ff(g(T))g'(T)dT = f (u)du)
[t _ odr —
V) [m) ] = ([fCx)-2dr = [fuydu)
g(x) 29:
MVT] [ g (x ) = :| = ( [sen(2z)-2dz = [senudu )
f(u) :=senu
I g w)de = F(g()) )
[MVI3] = F(u)

J f(2z)-2dx

I
==
=T
=& N
=&

=

s

\/

I
S
B —8
=&
2
s :
S
SN————

fsen (2z) - 2dx

g(z) =2z [ sen(2z) - 2dx
) -

—cos 2x)
(= cosu)
[ senudu
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Outro caso particular

[MVD] = ( 22 fg(@))g (@) de = :‘:;(S’)) f(u)du )
glx) == a? b
ol S 0] = (e e = g )
g(z) =2 )
[MVD] | ¢'(z) =2z = ( f;:u sen(z?) - 2vdr = f:::z sen u du )
f(u) :=senu
S g (@) e = Faopliz 2
[MVD4] - - F(( () \‘)‘> s (9(a))
)
= Sl [ du
S5 ) 2wde = F((z)w;z( :
(2) :=a? -~ = F(b?) — F(a?
i [J0Z5 - - R
= [0 fwdu
g [ sen(a?) - 2wde = F(a?)[;2,
g@) = = F(I?) — F(a?)
[MVD4] { ( } - = e
= [ :2 sen udu
g(x) = a? f;::b sen(z?) - 2xder = ((—cos;c) ‘7:({1 :
g'(z) =2z -~ = (—cosb?) — (—cosa?
[MVD4] f(u) :==senu - = (- cosu)|u 32
F(u) -

=
St senudu
u=a
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Outro caso particular (2)

MVT] L, = ( [flglz = [flu)du)

MV [g@((ﬂv)) igf] = ([f@)-20de = [flu)du)
g(x) = a?

MVT] | ¢'(z) := 22 = ( [sen(a?)-2zdx = [senudu)
f(u) :=senu

[l

[l
oo
===
£TE
= =
g

N——

([l
—
£ =%

g &

N g
& g
N——

(— cos 2?)
(= cosu)
[ senudu
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Uma figura pra mudanca de variavel

2 = u
r=b u=>b?
/ sen(2?) - 2xdr = / senu du
T=a u=a?
| | | -
| | |
Uo Uy U us
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O macaco e as contas formais

Na aula de 25/abril nés passamos muito tempo revendo coisas
que deveriam ser bésicas — ja vou dizer quais — e eu passei um
dever de casa bem grande: leia o que vocé conseguir das segoes
do Miranda e do Leithold sobre a regra da cadeia e faga todos
os exercicios que vocé puder. Aqui tem links pra elas:

Miranda87 Segao 3.5: regra da cadeia

Miranda228 Secao 7.5.1: TFC2

Leit3p45 (p.181) Secdo 3.6: regra da cadeia

Leit5p61 (p.344) Se¢do 5.8: Os teoremas fundamentais do
Caélculo

Lembre que: 1) um dos objetivos do curso é fazer vocés se
tornarem capazes de estudar pelos livros, 2) as provas vao
ter varias questoes que vocés sé vao conseguir fazer se vocés
tiverem muita pratica de fazer contas, e 3) o livro do Leithold
¢é dificil em alguns lugares mas ele ¢ INCRIVELMENTE bom
— estudem por ele sempre que puderem!

Outra coisa: dé uma olhada na se¢do do Miranda sobre a
regra da cadeia — vocé vai ver que essa férmula tem uma
demonstracao, e que a férmula e a demonstracao sé funcionam
quando certas hipdteses sao obedecidas. Alids, uma questao
da P1 do semestre passado foi sobre situagoes em que a for-
mula do TFC2 da resultados errados. Dé uma olhada nela:

2fT110 A féormula do TFC2 nem sempre vale

A P1 deste semestre vai ter uma questao parecida com essa.

2023-2-C2-integracao-por-partes 2(

Em algumas situacoes nés vamos primeiro aplicar a férmula
como se ela valesse sempre, e s depois que néds fizermos
todas as contas nés vamos descobrir quais sdo as hipGteses
necessarias pra aquelas contas valerem. O nome “oficial” pra
essas contas sem a verificacdo das hipdteses é “contas for-
mais”, mas eu vou usar a terminologia do Mathologer... ele
fala muito no macaco que faz contas automaticamente sem
fazer a menor idéia do que aquelas contas querem dizer, entao
eu vou usar expressoes como “aqui vamos fazer contas como
0 macaco”.

Exercicio
Use o que vocé lembra de Célculo 1 pra obter boas formulas
pras derivadas abaixo:

a) Lo
b) ig(ﬂf)“2
<) T 9(x)
o 4 fun)

No préximo slide nés vamos ver como o macaco faz esssas
contas usando a operagao

3sepl2 13:58
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Diferenca

Lembre que esta notagiao aqui

/T:b f(z)dz

tem varias pronuncias:

“a integral da fungao f(z) entre z =a e x =",
“a drea sob a curva f(z) entre z =aex =
“a drea sob a curva f(z) desde x = a até x = b”,
ete...

A prontincia desta operagao daqui

F@)h

vai ser “a diferenca da f(z) entre z =a ez =107,
e a defini¢do formal dela vai ser esta:

@)z = £(b) — f(a)

Exercicio

O Leithold e o Miranda usam notagoes ligeira-
mente diferentes da minha para a operagao difer-
enca. Dé uma olhada nestas paginas aqui,

Leit5p65 p.348
Miranda344

e traduza a expressao
. a=4
(sin2z)7—;
da minha notacdo para

a) a notagao do Miranda,
b) a notagao do Leithold.

2023-2-C2-integracao-por-partes 2023sepl2 13:58
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Integral indefinida

Tanto o Leithold quanto o Miranda explicam a integral
indefinida antes da integral definida. D& uma olhada:

Mirandal81 6. Integral Indefinida

Miranda207 7. Integracdo definida

Leit5p3 (p.286) 5.1. Antidiferenciagao

Leitbp41 (p.324) 5.5. A integral definida
StewPtCap5p40 (p.361) A primitiva mais geral de 1/2?

Todos os modos faceis de atribuir um significado intu-
itivo para expressoes como esta aqui

sdao gambiarras que funcionam mal.

Eu vou usar esta defini¢ao aqui,

2fT23 (p.4) Outra defini¢ao para a integral indefinida
e aqui tem um caso em que a defini¢gdo usual quebra:

2fT24 (p.5) Meme: expanding brain, versao In

Nos vamos comegar usando a integral indefinida como
o macaco que faz contas sem ter idéia do significado
do que estd fazendo, e s6 depois que tivermos bastante
préatica nés vamos discutir os vérios jeitos de atribuir
significados intuitivos para

A regra basica vai ser esta aqui:

) = ( [rwas= f(x>>

Exercicios

Calcule:

¢) Resolva os exercicios 1 a 10 daqui por chutar e testar:
Mirandal85 Exercicios 6.1

d) Entenda tudo que esta nesta pagina:
Leit5p6 (p.289) 5.1.8. Teorema,

2023-2-C2-integracao-por-partes 2023sepl2 13:58
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Outra defini¢ao pra integral indefinida

O Leithold, e a maioria dos livros, usam uma defini¢do
bem complicada pra [ 2z dx... pra eles [2xdz é o con-
junto de todas as ‘f’s que obedecem isto aqui:

flx) =2z
e 22+ C é o conjunto de todas as ‘g’s que sdo “da forma
2% 4+ C” para algum C € R, e pra ele esta igualdade

/Zxd.r:rz+c

quer dizer: o conjunto de fungdes [2zdz ¢é igual ao
conjunto de fungdes 22 + C.

Nés vamos usar uma |outra defini¢do| pra igualdades

como esta,
[r@as=gto)

que é a seguinte: as trés igualdades abaixo vao ser equiv-
alentes pra nos,

J f(2)dv
flz)

Essa tradugdo vai servir pra qualquer igualdade com in-
tegrais, e ela vai nos permitir testar facilmente se uma
igualdade com integrais é verdadeira ou nao. Por ex-
emplo, digamos que o macaco integrador do Mathologer
tem estas integrais na tabela de integrais dele:

Jrzde = $2*+3
J2xdr = 2*+42

Entao d4 pra testar esta igualdade

f2fﬂd.’l‘ = 2fmdm+99

assim: ,
J2zde = 2[xde+99
4 [2xdr = L(2[axdz+99)

%442 22243

~ ——

2 2246
22+105
2

ou seja, a igualdade acima é verdadeira — e a gente con-
seguiu testar isso usando nimeros “concretos” ao invés
de ‘+C"s! Yesss
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Meme: expanding brain, versao In
Na defini¢do do Leithold a férmula

f%daz =In|z| + C é FALSA!ll

A formula certa é a que aparece na

quarta linha desse meme aqui:

[Ldz = Inz
[idz = In|z|
[2dz = Injz|+C
1 _ In|z| 4+ C;  quando z < 0,
f z dz {ln |z| + C5  quando z > 0

Esse video aqui mostra como é que o C

“ajusta a altura da parte esquerda” e o Cy

“ajusta a altura da parte direita” do grafico:
http://www.youtube.com/watch?v=udkex7hDC2o#t=5m25s
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Integracao por partes
Vou usar isto, de 2022.2:
2fT25 (p.6) Pedagos do quadro

E:

Leit9 9. Técnicas de integragao

Leit9p4 (p.531) 9.1. Integragdo por partes
Mirandal82 6.1.1 Regras Basicas de Integracao
Mirandal99 6.3 Integracdo por partes

Ainda nao I¥TEXei as contas desta aula!
Mas os quadros dela — os sobre integragdo por partes —
estao aqui: 2gQ20.
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(10)
[€59)

a2

[0 p(e) de = f(x)liz)
fT;s 0dz = 3|§zg>

T

v=5 =
JiZ,) 0de = 4|;:2>
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4 _ [ Jegd@)dz = cg(a)

[1IMC,| - ( = v m)

[IIMC4] = (Jeg(@)de = cfg'(x)dz)

[IIMC] = ([ch(z)dz = c[ h((a:) dz) )
o |9(@) = [50 () dt _ [ Jen@)dr = ¢ [20 h() dt

ey ) 2 e H) ] ( I .

g(x) = H( ~ ( [ch(z)dz = cH(x)

[IMC,] {g’(z‘) = h(z) N < = cfh(z)dx )

[IIMC,] ZS(IT))::Z((T = ([ch(z)dz = c [ h(z)dz)

[IMCy] [¢/(z) = h(=z = ([ch(z)dz = c [ h(z)dz)

StewPtCap5p33 (p.354):

f(z)dz = F(b) — F(a)

a .
StewPtCap5p39 (p.360): /f(r)dr:/f(r)dr]
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Propriedades da integral indefinida

StewPtCap5p40 (p.361) Propriedades da integral
indefinida
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Contas faceis e dificeis

CalcEasy14:21 O macaco derivador

As regras de derivagao tém uma diregao

As primeiras técnicas de integragdo que nés vamos
ver usam “contas faceis”, mas depois a gente vai
ver mudanga de varidveis, que as pessoas acham
“muito dificil”.

aaa

f] € | 5 | sinx | conx [imx | X | e
ool o T Tcox [amx | g T5 [ — (=9

* (fg)'=

¥

e

1. Jd = 0

2. (z") = na !
3. senr = COST
4. cosT = —senw
5. Inz = lL

6. e’ = e

7T (f+9) = f+d
8. (f-9) = f—-4
o (f9) = fg+]g
10 (Ef N f/qg;fy’
L (fle) = [l
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