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Primeiras definicoes

Sejam:
A = (f(2) = N f(x))
Bi] = (fleo+AAT) = N f(zg + Ax)

Uma funcao f: R — R é homogénea de grau k
—abreviagdo: h.d.g.k — quando ela obedece isto,

Va, A € R. f(Az) = M\ f(x)
vz, A € R. [A]

onde a segunda linha é abreviagdo da primeira;
e uma funcao f : R — R é homogénea de grau
k em zo — abreviagao: h.d.g.k em xy — quando
ela obedece esta condigao,

Va, A € R. (f(wo + AAz) = M f(z + Axz))
YAz, A € R. [By]

Vou definir [A,] da forma Gbvia:

[Ag] = [Ag]k:=2]
= (f(ha2) =X f(2))
[Ao], [A1],[As], ..., [B1], [Bol, [Ba], [Bs], ..., etc,

vao ser todos definidos da mesma forma.

Digamos que uma fungdo f : R — R é ho-
mogénea de grau 2 (“h.d.g.2”). Entéo ela obe-
dece todos os casos particulares de [A,], in-
cluindo estes aqui:

Mol (321 = (3 4) =3/(4))
= (72 = 95()
e [XE] = (F(312) = (3)P£(12)
= (£(6) = 1£(12))

...e af se a gente souber o valor de f(z) pra
algum  a gente consegue descobrir f(z) para
todos os outros ‘x’zes!
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Primeiras defini¢oes (2)

Lembre que definimos:

(f(h2) = N f (@)
(f (w0 + AAz) = Ak f (o + Ax))

[Ar]
By =

e que uma funcao f : R — R é homogénea
de grau k (“h.d.g.k”) — quando ela obedece
isto,

vz, A € R. [AA]

E uma func¢do f : R — R é homogénea de
grau k em xo (“h.d.g.k em zp”) quando ela
obedece esta outra condigao:

YAz, X € R. [By]

Exercicios

a) Digamos que f : R — R é h.d.g.2 e que
f(4) = 32. Descubra os valores de f(z) para
x=1,2,3,-4,0,—1,—-2,-3.

b) Digamos que f : R — R é h.d.g.1 e que
f(4) = 32. Facga uma tabela com os valores
de f(z) para z € {—4,...,4}.

¢) Digamos que f : R — R é h.d.g.0 e que
f(4) = 32. Faga uma tabela com os valores
de f(z) para z € {—4,...,4}.

d) Digamos que g = 10, que f : R — R é
h.d.g.l em zg, e que f(10 +4) = 32. Faga
uma tabela com os valores de f(x) para x €
{10 —4,...,10 +4}.
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Segundas defini¢oes

Sejam:
A = (F(hz) =N f(x))
By = Ef(iru + AAT) = N f (g + Az))
Ch] = 90\(@“ Ay )\;)\kg(m,g\)g :
_ Zo + z, Yo + Y
[Dy] = < 7 )\Okg(l'o +A?L',yo+Ay) >

As defini¢oes [Ay]
Vou dizer que uma fungio g : R? — R é homogénea
de grau k (“h.d.g.k”) quando ela obedece isto,

e [By] sdo as mesmas de antes.

V(z,y) € RZVA € R. [Cy]

e vou dizer que uma funcdo g : R> — R é ho-
mogénea de grau k (“h.d.g.k em (0, yo)”) quando
ela obedece isto:

V(Az, Ay) € R2VA € R. [Dy]

Por exemplo, se g : R? = R ¢ h.d.g.2 em (10,20)
entdo ela obedece isto...

g(104+5-3,20+5 - 4)
=5%g(10 + 3,20 + 4)

Vocé consegue ver quem sdo A\, Az e Ay neste
caso?

Exercicio
a) Digamos que g : R? — R é h.d.g.2 em (10,20) e
que g(10 + 3,20 + 4) = 6. Descubra os valores de

g(10+X-3,20+ X - 4)

para A € {—3,—-2,-1,0,1,2,3}.

b) Faga a mesma coisa que no item anterior, mas
supondo que g : R? — R é h.d.g.1 em (10, 20) ao
invés de h.d.g.2 em (10, 20).

¢) Idem, mas agora supondo que a g é h.d.g.0 em

(10, 20).

N
N
o
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Exercicio 1

Na figura da direita cada numerozinho
representa alguma coisa que sabemos
sobre uma certa funcio g : R — R ho-
mogénea de grau 1 e cada ‘7’ representa
alguma coisa que queremos saber sobre
ela; por exemplo, o 5 na posicao (2,1)
quer dizer que sabemos que g(2,1) =5
e 0 ‘7 na posicao (4,2) quer dizer que
vocé vai ter que descobrir o valor de
9(4,2) e escrever esse valor sobre a in-
terrogacao.

Complete a figura & direita escrevendo
os valores certos sobre as interrogagoes.
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Exercicio 2

Na figura da direita cada numerozinho
representa alguma coisa que sabemos
sobre uma certa funcio g : R? — R
homogénea de grau em

note que isto é bem diferente do exer-
cicio anterior! — e cada ‘7’ representa
alguma coisa que queremos saber so-
bre ela; por exemplo, o 5 na posigao
(34 2,2 + 1) quer dizer que sabemos
que g(3+2,2+1) =5 e o ‘7’ na posi¢ao
(3+4,3+2) quer dizer que vocé vai ter
que descobrir o valor de g(3+4,3+2) e
escrever esse valor sobre a interrogacao.

Complete a figura a direita escrevendo
os valores certos sobre as interrogagoes.
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Polinémios homogéneos

Normalmente a gente comega a ouvir falar de fun¢ées homogéneas por polindémios
homogéneos, que sdo polindmios que todos os mondmios deles tém o mesmo grau...
por exemplo,

223" + 5aty® — 627
é um polindmio em duas varidveis, x e y, que é homogéneo de grau 7, porque z3y*,
2*y®, e 27 sdo monomios de grau 7. Qualquer polindmio em duas varidveis pode ser
decomposto em polindémios homogéneos; por exemplo:

F(z,y) = a + parte homogénea de grau 0
+ br+cy <+ parte homogénea de grau 1
+ da® +exy + fy? < parte homogénea de grau 2
+ g2 + hay? + jx’y + ky® < parte homogénea de grau 3
+ ..

Repare que fica implicito que a,b, ..., k, ... sdo constantes.

Veja estas paginas da Wikipedia:
https://en.wikipedia.org/wiki/Homogeneous_polynomial
https://en.wikipedia.org/wiki/Homogeneous_function

Nas figuras da préxima pagina a coluna da esquerda mostra varios polinénomios
h.d.g.2
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i)

(%hot)

(%i2)
(%02)

(%13)
(%03)

(%i4)
(%o4)

(%i5)
(%o5)

(%16)
(%06)

WiT)
(%oT)

(%i8)

/* f:R->R, homogeneous of degree k */
f(x) := a * x7k;

J @) = aa*
£(x0);
axh
£ (m*x0) ;
a(m -To>k

o : f(m*x0) = m"k * £(x0);
a (mao)t = ambak
02 : radcan(o);

k ok _ k ok
am”® g =am"

is(o); /* false because "is" is dumb */

false
is(02);  /* true */

true

2023-2-C3-funcoes-homogeneas 20230c¢t28 22:

5

10


http://anggtwu.net/2023.2-C3.html

(%18)
(%18)
(%08)

(%19)
(%09)

(%110)
(%ho10)

(hil1)
(hol1)

(%i12)
(%o12)

(%i13)
(%o13)

(%i14)
(ho14)

(%i15)

/* f:R->R, homogeneous of degree 2 */
O x, y) 1= a*x"2 + bxxxy + cky~2;

f(z,y)=ar® +bry+cy?
£( %0, y0);
c ,t/f] +bxoyo+a Lé
f (m*x0,m*y0) ;
cm? yﬁ +bm?zoyo + am?x}
o : f(m*x0,m*y0) = m™2 * £(x0,y0);
em®yg +bm’ zoyo + am® ag =m® (cyg +bagyo +axj)
02 : radcan(o);
cm? yg +bm? ToYo +a m? If) =cm? yg +bm? ToYot+a m? If)
is(o); /* false because "is" is dumb */
false
is(02);  /x true */

true
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(%i15)  /x f:R->R, homogeneous of degree 3 */
(%hi15) £ x, y) = axx"3 + bkx"2ky + ckx¥y 2 + dky”3;
(%o15)

flzy)=aa® +ba’y+cay® +dy?

(%i16) £( %0, y0);
(%o16)
dys + caoys +badyo +ax)
(%il7) f (m*x0,m*y0) ;
(%o17)

dm®ys + em®zo yé +bm®agyo + am® z
(%i18) o : f(m*x0,m*y0) = m~3 * f(x0,y0);
(%o18)
dm?® 1/8 +em’ag uS +bm® 13 Yo +am?® 18 =m? (dyg +cxzy yg + b.pﬁ Yo+ a 13)

(%119) 02 : radcan(o);
(%o19)
dm® yé +cemPag yé +bm’

2y +am’zy = dm®yd + em® xoyd +bmPadyy +am’ad
(%i20) is(o); /* false because "is" is dumb */
(%020)
false
(%121) is(02);  /* true */
(%o21)

true

(%i22)
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Exercicio 5.

Relembre o que era o “estudo do sinal de uma funcao”

que vocé deve ter visto em Célculo 1, e faca um diagramas
indicando em que intervalos cada uma das fungoes abaixo
¢é positiva, negativa, ou zero.

Dica: veja este video, sobre diagramas de sinais em R?:

http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C3-funcoes-quadraticas-2.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=noVh-RsK5Jo
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Exercicio 6.

Agora adapte essa idéia do diagrama do sinal para R?,

no quadrado com = € [xg — 1,29 + 1] e y € [yo — 1,40 + 1],

e faga o diagrama do sinal para cada uma das func¢oes abaixo.

Dica: veja este video, sobre diagramas de sinais em R?:

http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C3-funcoes-quadraticas-2.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=noVh-RsK5Jo

a) A;E i) (Az 4+ Ay)(Az — Ay)
b) A j) (Az + Ay)Ax

c) A k) —(Az + Ay)?

d) AmAy

e) Az + Ay

f) Az — Ay
&) (Aw+ Ay)?

h) (Az — Ay)?
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Exercicio 7.
A partir de agora vamos considerar que:

r = z(t)
= z(t)
= a:0+oz-(t1—t0)
= x9+ aAt

y = y(t)
= y(t)
= Yo+ B-(t1 —to)
= yo + BAt

Onde ty = 5; xg e Yo continuam os mesmos de antes,
e a e [ sao constantes cujos valores podem depender
do contexto.

2023-2-C3-funcoes-homogeneas 20230c¢t28 22:55


http://anggtwu.net/2023.2-C3.html

16

Exercicio 7 (cont.)
A trajetoria (z(t),y(t)) é sempre um movimento
retilineo uniforme pra quaisquer valores de « e 3.

a) Calcule (x, y, .

Cada escolha de valores para « e 8 da uma trajetéria
diferente. Nos itens abaixo vocé vai visualizar algumas
dessas trajetorias e vai desenhé-las no papel — desta
forma aqui: vocé vai marcar no plano os pontos

(x(to + At), y(to + At)) para At = —1,0, 1, vai escrever
“At=—1", “At =07 e “At = 17 do lado dos pontos
correspondentes a esses valores de At, e ao lado de
cada desenho vocé vai escrever os valores de a e f3.

b) Desenhe a trajetéria associada a a =1, 5 = 0.
c) Desenhe a trajetéria associada a o =0, 5 = 1.
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Exercicio 7 (cont.)

...e além disso vocé vai escrever algo como “Leste” (ou “E”),
“Noroeste” (ou “NW?”) do lado de cada um dos seus desenhos
de trajetérias pra indicar em que dire¢ao o ponto (z,y) esta
andando. Use a convencao que costuma ser usada em mapas,
matematica e videogames, em que o Leste é pra direita e o
Norte é pra cima:

N
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Exercicio 7 (cont.)

d) Desenhe a trajetoria associada a « =0, f = —1
e diga o nome da direcao dela.

e) Desenhe a trajetoria associada a a = —1, § = 1.
e diga o nome da direcao dela.

f) Quais sdo os valores mais simples de a e § —
onde “simples” quer dizer “0, 1 ou —1”7 — que fazem
a trajetoria ir pro nordeste? E pro sudoeste?

Nos proximos exercicios eu vou me referir a essas
trajetorias em que « e 8 sao numeros “simples”
pelos nomes das direcoes delas.
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O significado geométrico de z
Nos sabemos calcular z, z; e zy a partir de ¢,
e sabemos calcular z, z; e z;; em .

Com um pouquinho de esfor¢o vocé deve ser

capaz de visualizar o que acontece perto de ...
o valor da primeira derivada, (2;)(¢p), diz o seguinte:

z aumenta quando t aumenta (“crescente”) <= (z)(tp) >0
z “fica horizontal” quando t aumenta < (z)(to) =0
z diminui quando ¢ aumenta (“decrescente”) <= (z)(to) <0

Veja o video!!!

http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C3-funcoes-quadraticas-3.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=VwowESBEM3Y
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O significado geométrico de z

Nos casos em que z “fica horizontal” nés vamos usar
a segunda derivada, (z4) (o), pra ver se o gréafico de
z(t) “parece uma parabola” ao redor de tg, e se essa
parabola tem concavidade pra cima ou pra baixo:

concavidade pra cima <= (z)(ty) > 0
“parece horizontal” < (2u)(t) =0
concavidade pra baixo <= (zy4)(to) <0

Eu usei muitos termos informais de propdsito.
No proximo exercicio vocé vai tentar descobrir
sem fazer contas qual é o comportamento da z
em torno de ty, e no outro exercicio vocé vai
fazer as contas e vai ver se o seu olhometro
funcionou direito.
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Exercicio 8.

Em cada um dos desenhos dos proximos slides diga
o que acontece quando a trajetoria (z(t),y(t)) anda
em uma das oito dire¢oes simples, que sao:

norte, nordeste, leste, sudeste,
sul, sudoeste, oeste, noroeste.

Use estas categorias na suas respostas:

z cresce
z decresce

z faz uma pardbola com concavidade pra cima
z faz uma parabola com concavidade pra baixo
z ¢ “muito horizontal”

N
o
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