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EDOs por chutar-e-testar

Lembre que 14 no inicio do curso eu mostrei — aqui:
2dT13 - que a gente podia resolver equagdes como
esta

r+2=5

por chutar-e-testar, e a gente podia escrever os
chutes-e-testes usando o [:=]... cada “chute” virava
uma substituigdo e cada “teste” virava verificar se
o resultado da substituicdo era uma igualdade ver-
dadeira. Por exemplo:

(z+2=5)r:=42] = (42+2=5) =(
(z+2=5)z:=3 = (3+2=5) =)

Eu costumo usar o ‘=)’ pra indicar “deu certo / cheg-
amos numa igualdade verdadeira” e o ‘=(" pra indicar
“deu errado / chegamos numa igualdade falsa”. Os
smileys ‘=)’ e ‘=(’ nao tem cara de notagoes “sérias”,
e isso é de propdsito: é pra lembrar vocés de procu-
usando por-
tugués e supondo que o leitor vai ser capaz de fazer
muitas contas de cabega.

rarem nos livros como eles fazem isso

Uma outra notagao pra isso — e que também nao cos-
tuma ser usada em livros basicos, e que eu usei no
gabarito da P1, — ¢ esta aqui:

(x+2=5)x:=42] = (42+2=05)

Agora seja (x) esta EDO (“equagéo diferencial or-
dindria”):
z 9

f(@)

Podemos verificar que f(z) = 2! ndo é uma solugio
pra (), e que f(z) = /1 — 22 é uma solugao pra (x),
calculando os resultado das duas substitui¢oes abaixo
e vendo que uma da uma igualdade verdadeira e a
outra dd uma igualdade falsa:

(ro-—=)[fo=n] -
@ > [f(r) = m]

(ro=—55) P =

Fw) = -

—
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Campos de diregoes

StewPtCap9p11 (p.531
Método de Euler

Os graficos que usam tracinhos em certos pontos
pra indicar coeficientes angulares naqueles pontos
sao graficos de campos de diregées.

) 9.2 Campos de Diregoes e

Exercicio 1.

Represente graficamente os campos de diregoes
abaixo desenhando tracinhos com os coeficientes
angulares adequados nos pontos com z,y €
{—2,-1,0,1,2}; ou seja, em cada item vocé vai

ter que desenhar 25 tracinhos. Quando % = 0

desenhe o tracinho na vertical, e quando ﬁ = g

desenhe s6 um pontinho ao invés de um tracinho.

a) d%:fl e) l:l/y
b) g%:f f) 21:2/‘/
g fi_g 9 H=—yp
d) Z=-a/y

Exercicio 2.

Tente imaginar o resto de cada um dos 7 cam-
pos de diregoes que vocé desenhou no exercicio 1.
Para cada um dos campos tente imaginar as cur-
vas que vocé obteria se ligasse todos os tracinhos, e
tente interpretar essas curvas como o conjunto de
solugoes da EDO que representamos graficamente
como o campo de diregdes. Neste exercicio vocé vai
tentar encontrar solugoes para EDOs no olhémetro
a partir dos campos de diregoes delas.

Para cada uma das fungdes abaixo diga quais das
7 EDOs do exercicio 1 podem ter aquela fungao
como solugdo.

a)y=u
b)y=+x
c)y=1/x
d)y=+v1-—2a?

2024-1-C2-edovs 2024jul22 15:17


http://anggtwu.net/tmp/stewart72pt-cap9.pdf#page=11
http://anggtwu.net/2024.1-C2.html

NN N NN

VA A S 4

VA A S 4 NN N NN

VA A S a4

NN N NN

D e

VA A S 4 NN N NN

AN N RN

NN N NN

VA A S 4

P e

VA A S A

s/ VN = 7
s/ W\ N = 7
s A N A
s VN = 7
s VN = 7
- - - = - =
s P
[ [ S R
NN N Y
~ ~ - - - - -
~ N\ s/ b NN
NN < 7 | N~
[ +—+ +—+
s ~ N | 7 -
~ 7 NN s

2024-1-C2-edovs 2024jul22 15:17


http://anggtwu.net/2024.1-C2.html

]

dy _ dy
de "~ h(y) v
h(y)dy = g(z)dx 2ydy
Shydy = [g(z fzﬁ/dy
I
Hy)+C +Cy M = | ¥+C
H@y) = G@)+C—C »
= G(z)+Cs
H"(‘fl(y)) = HY(G(z)+Cy) v
I
Yy Y
dy dy
dr — h(y) iz
HY(H(y) = H(G(z)+Cs) [F3][s] = v =
I I
By _ 9@ dy
da h(y) ) [Fo)[S)] = (dx
y = H'(G(2)+Cy) y =
g(z) = -2z
h(y) = 2y
G(z) = —a?
H(y) = ¢
Hu) = Vu
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Funcoes inversas por chutar e testar
Digamos que

y = 3++x+4, istoé,
flx) = 3+Va+4,
e sejam:
9(y) = (y—3)°+4,
hy) = (y—4)?+3.
Eu acho dificil ver s6 fazendo contas de cabega se f~1(y) = g(y) ou

se f71(y) = h(y)... entdo é bom a gente saber testar se as inversas que
a gente obteve de cabeca estao certas. O teste é:

e =2 ) -
(f_l(f(l'>) — x) fx):=3+x+4

FHy):=(y—4)*+3
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Fungées inversas por chutar e testar (2)
O modo tradicional de obter inversas é por
uma série de passos, como:

fx) = 3+Vr+4
y = 3+Vz+4
y—3 = Vr+4
(y=3)° = z+4
(y—3)2—-4 = x
(y=332-4 = fy)

...mas ¢ importante a gente saber testar se
chegou na inversa certa.
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Exercicio 4.
Obtenha inversas para as seguintes fungoes:

filz) = 2+3V52+6
falz) = 2+3v/5x+6
f3(x) = 2+ 3(4x +5)°
fi(x) = 2+ 3In(4z+5)
f5<5€) = 92 + 364x+5
folz) = VI3
fz(z) = Inzx

fs(x) = In—=z

fo(x) = x|

f10<£L') = In ’.%‘

Porque é que f; '(z) e fig' (z) ndo existem?
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Inversas: introducao

Dé uma olhada nestes links:

ZillCullenInicioP13 (p.6) Solugoes implicitas e explicitas

ZillCullenInicioP16 (p.9) pardmetros, solugao particular

ZillCullenInicioP51 (p.44) 2.2: Varidveis separdveis

O método pra resolver EDOs com variaveis separdveis nos da primeiro “solugdes implici-
tas”, como a2 + y? = C or 22 + y? = 42, e af depois disso a gente tem que transformar
essas solugdes implicitas em “solugoes explicitas”, em que y é uma fungdo de z... por

exemplo:
r=vC—-2? = fi(z)=vC —2a?
x=—/C—-22 = fo(x)=
r=V42—122 = fi(x)=
x=—V42 -2 = fi(z

Praticamente todo mundo se enrola na hora de passar das “solucoes implicitas” pras
“solugdes implicitas”, principalmente nos casos em que a gente tem “vérias inversas”...

Eu vou usar uma terminologia que é meio errada, e vou dizer que gi(y) = /y e
92(y) = —/y sdo duas inversas diferentes para f(z) = 22. Um bom lugar pra aprender a

terminologia correta — que precisa que a gente especifique os dominios! — é o capitulo 7
do Leithold: Leit7.
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Inversas: um exemplo complicado

Digamos que queremos inverter esta fungao:

fl@)=(z+3)*+5

O método ¢é este aqui, mas repare que ele tem uma bifurcagao...

y = (z+3)'+5
y—5 = (z+3)!
Vy=5 = /(a+3)*
Vy—=5 = x+3 Vy—5 = —(z+3)
-3+Vy—5 = =« Vy—5 = —z-3

Vy=5 = —z-3
3+Vy—-5 = —x
-B+Vy=5) = =

Se a gente segue o caminho da esquerda a gente obtém

i =-3+ -5,

e se a gente segue o caminho da direita a gente obtém

Iy =-B+Vy—5).

2024-1-C2-edovs

Sabemos que va' = |a], e portanto:

a>0 = Val=a
a<0 = Val=-a
z+3>0 = (@+3)=2+3

z+3<0 = (z+3)t=—(z+3)

Ou seja, nas contas a esquerda se +3 > 0 nds temos que seguir
o caminho da esquerda, e se x + 3 < 0 nds temos que seguir o
caminho da direita.

O melhor modo da gente entender essas duas inversas ¢ esse aqui.
Considere estes trés conjuntos de R?:

A = {(wy eR|y=(z+3)'+5}
A = {(zy) eR?|y=(2+3)'+5 2+3>0}
A3 = {(zy) eR?|y=(z+3)1+5, 2+3<0}

Os conjuntos A, e Aj sio graficos de funcoes inversiveis e A
é o grafico de uma fungdao nao-inversivel. Os dominios dessas
fungées sao relativamente faceis de calcular — eles siao R, {z €
R|z+3>0}e{zeR|z+3<0} respectivamente — mas as
imagens sdo um pouco mais complicadas...

..mas lembre que em C2 a gente costuma fazer as contas em
duas etapas: na primeira etapa a gente finge que as hipdteses
vao ser todas obedecidas e a gente nem escreve quais sio essas
hipéteses, e s6 na segunda etapa a gente escreve explicitamente
quais sdo essas hipéteses e a gente vé se tudo realmente dé certo
quando elas sdo obedecidas. E neste curso a gente raramente vai
ter tempo pra segunda etapa.
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(%i1)
(%ho1)

(%i2)
(%o2)

(%i3)
(%03)

(%i4)
(%o4)

(%i5)
(%05)

(%i6)
(%06)

i)

f(x) = (x72-1)"2;
f(x) = (2" — 1)2

sols : solve(y=f(x), x);

[;1::7\/ﬂ+1“r:\/ﬁJrl,m:f\/lfﬁAm:\/lfﬁ}

define(gi(y), rhs(sols[1]));

gly)=—/Vy+1

define(g2(y), rhs(sols[3]));

82(y) == —\/1-Vy

define(g3(y), rhs(sols[4]1));

g3(y) =/1-/y

define(g4(y), rhs(sols[2]));

gd(y) =+\/Vy+1
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A7) £(g1(y));
(hoT)
Y

(4i8) £(g2(y));
4o8)
Y

(%19) £(g3(y));
(%09)
Y

(%i10) £(ga(y));
(%010)
y

(%i11)
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(A1) £(x) = (x72-1)72;

(o1 ‘
f (@)= (2% -1)° (%i10) e5 : - ed;
(%010)
(hi2) el 1y = (r2-1)72; _/ _
R vyt
y=(*=1)° (4i11) e6 : rhs(e5) = lhs(es);
(holl)
E;:g €2 ¢ sqri(el); e J1
Vi =2’ (%i12) define(gi(y), rhs(e6));
%ho12
i4) assume (x~2-1 >= 0); (ro12)
(o) gl(y) = —\/Vu+1
(4i13) gt(w;
(%i6) €2 : sqrt(en); (hot)
(%o5) —yVutl

(%i14) simp : false;
(%i6) e3 : e2 + 1; (ho14)
(%o086) false
Vit+l=a*
(%i15) gl(£(x));
(%i7) e4 : sqrt(ed); (%o15)

ChoT) . 2\
! [Vi+1=1a| o <1-((,,-,1)) )

(%i16) simp : true;

(:/.18) assume(x <= 0); (%o16)
(ho8) true
[ <0
i17) gl(£(x));
(%i9) e4 : sqrt(ed); (%017) ¢
(ho9) x

(%i18)
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