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Links

3iQ1 Quadros da aula de 18/mar/2024
3iQ3 Quadros da aula de 20/mar/2024

“Links pra hoje” de 20/mar/2024:

3hT10 Uma trajetoria em trés partes
3hT11 Uma trajetéria em trés partes (2)
3iQ1 Quadros da aula de 18/mar/2024
2iQ7 Quadros da aula de C2 de 20/mar/2024
3hT8 Pontos mais faceis de calcular

3fT1 Introducio a trajetérias

“Links pra hoje” de 18/mar/2024:

Mpg8 Set comprehensions

2hT4 "Releia a Dica 7"

3dT6 Vetores em Algebra Linear e em GA
3dT7 Vetores como setas

3hT6 Seja seu proprio GeoGebra: links
3hT8 Pontos mais faceis de calcular

3fT1 Introdugdo a trajetorias

2hT129 Um jogo colaborativo

3jQ1 Quadros da aula 1 (23/set)

3jQ5 Quadros da aula 2 (23/set)

MpgP8 Set comprehensions

MpgP18 Sistemas de coordenadas
MpgP19 Sistemas de coordenadas (2)
3hT6 Seja seu proprio GeoGebra: links (2023.2)
Pontos mais féceis de calcular
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Pontos mais faceis de calcular

Muito importante: Os pontos mais faceis de calcular do fy(t) sdo estes aqui.
Se vocé for uma pessoa pra quem O caso mais fécil de todos ¢ este,

12345 + 9675 ¢ tao facil de calcular de cabega quanto 12000 + 345, 341 (1 — 56)/4) -4
e 4+ 5z =6 é tao facil de resolver de cabega quanto 1+ 2 = 2, N ,

...entao pensar como uma pessoa pra quem 0

12345 + 9675 ¢ muito mais dificil de calcular que 12000 + 345, em que temos:
¢4+ 5z =6 ¢ muito mais dificil de resolver quanto 1+ 2 = 2...

...e além disso considere que somas sao mais faceis de calcular de J(56) = 34+ ((\;756)/4) 45

cabega do que subtragoes — e que, por exemplo, da pra calcular 34445 2

de cabega mas da um trabalhdo, e que calcular 34 — 45 de cabega é \_0\,_/

quase impossivel. N
0

Sejam: 34

fi(t) = 34+1t-45
fa(t) = 34+ (t—56)-

45 E o segundo caso mais fécil é este,
fs(t) = 34+ (t+56) 45

)

)

34+ ((t — 56)/4) 45
1

fit) = 34+ ((t—56)/4
f5(t) = 34+ ((t+56)/4

Pi(t) = (12,23) +t(4.5 em que temos:

Py(t) = (12,23)+ (t —8)(4,5 e o N

Bf) — (12.29)+ (t48)a F(56 +4) = 34+((\6f;)/ 56)/4) -45

P(t) = (12,23)+((t—8)/34)@ y

Pi(t) = (12,23) + ((t +8)/34)(4,5 Y
e S—

34445
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Pontos mais faceis de calcular (2)

Sejam:
fi(
fit) = 34+t-45 Ji(
fo(t) = 34+ (t—56)-45 ol
f3(t) = 34+ (t+56)-45 £l
falt) = 34+ ((t—56)/4)-45 'f“(
f5(t) = 34+ ((t+56)/4)-45 1l
Pt) = (12,23)+1(4,5) o
Pt) = (12,23)+ (¢t - >@§ X
Py(t) = (12,23) + (t + 8)(4,5 £
Pit) = (12,28)+ (¢ 8)/34>C§ i
Ps(t) = (12,23) + (¢ +8)/34)(4 Py(
Pi(
Exercicio Py(
Complete a tabela a direita com os dois pontos Py(
mais faceis de calcular de cada uma das 10 funcoes Py(
acima. Faca todas as contas de cabega e escreva Py(
56 os resultados finais! O segundo ponto mais fa-

. - . Py(
cil de calcular sempre pode ser escrito nestes dois I
formatos, f4(56 +4) = 34 + 45 e f,(60) = 79 — e *
vocé pode escolher qual dos formatos usar. IP;E

5
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Uma trajetéria em trés partes

Agora vocé val tentar encontrar uma descri¢ao
“formal”, “algébrica”, da trajetéria P(t) que eu
desenhei a direita. Uma descrigdo informal dela
seria assim: um corpo (pra usar terminologia de
fisicos...) se move em movimento retilineo uni-
forme na horizonal pra direita desde ¢t = —oo até
t = 1, depois ele muda pra um outro movimento
retilineo uniforme e anda em diagonal na diregdo
nordeste até ¢t = 2, e a partir de t = 3 ele muda pra
um outro movimento retilineo uniforme, dessa vez
na vertical. Temos P(0) = (1,1), P(1) = (3,1),
P(2) = (4,2), e P(3) = (4,3) — da pra ver isso
pelo grafico — e a gente pode comegar definindo
trés trajetorias mais simples, Q1(t), Q2(t), e Q3(t),
que sdo movimentos retilineos uniformes, e depois
montar a defini¢do da trajetéria P(t) a partir de-
las.

Note que:

(1,1) = P(0) = Q1(0)
(3,1) = P(1) = Qi(1) = @2(1)
(4,2) = P(2) = Q:2(2) = Q3(2)
(4,3) = P(4) = Q5(4)
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Uma trajetéria em trés partes (2)

Agora complete todas as lacunas abaixo:

Q) = (. )+
@) = ( (- ()
Qs(t) = (., )+(t-_)/ I,
ro= {@Q()[teR}
r2 = {@(t)[teR}
r3 = {@(t)[teR}
( Y+t quando t <1,
P(t)=14(_, I (T | G quando 1 <t <2,
(

t
(t— ) ), quando 2 < ¢,

Importante: faga todas as contas de cabega e calcule s6 os “pontos mais
faceis de calcular” que eu expliquei alguns slides atras. Vocé pode fazer
quantos chutes-e-testes vocé precisar, desde que vocé marque eles com
“se” e “entdo”. Nao apague nenhum dos seus chutes-e-testes!

Dé uma olhada em como as pessoas fizeram isso no quadro na aula 2:
3hQ5 Quadros de 01/set/2023
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Parametros e casos degenerados

Sejam:
Children:

A = H{H@LD, 2, }1{21),22)}} IDARCTp2
B = {abeR;{(ry cR|y=ar+b}} ZHAsP3
C = {abceR; {(z,y) eR*|ax+by=c}} MissingP6
D = {abedeR; {teR; (a,b)+Hcd)}}
ri o= {(z,y) eR*|02+0y=0}
re == {(z,y) €R?|0z+0y=2}
ry = {teR; (2,3)+£0,0)}
ry = {(v,y) eR?|y=122+23}

Entao:

A é [desenho],

B é o conjunto de todas as retas nao-verticais,

C é o conjunto de todas as retas e mais o R? e o (),

D é o conjunto de todas as retas e mais todos os pontos de R?,
r, =R?,

ry =10,

rs ={(2,3)}

r, é uma reta dificil de desenhar.
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Links

Felipe Acker:

AckerGA1p53 9. Equages paramétricas

AckerGA1, AckerGA2, AckerGA3, AckerGA4
http://anggtwu.net/acker/README. html

Bortolossi:

Bort6 6. curvas parametrizadas

Stewart:

StewPtCapl0p5 10. Equagoes paramétricas e coordenadas polares
StewPtCap10p9 (p.579) Figuras 10, 11 e 12

Leithold:

Leit10 10. Segoes conicas e coordenadas polares
Leit10p43 (p.618) Limagon
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Introdugdo antiga (2021.2)

Desta vez um dos objetivos principais do curso vai
ser a gente aprender a visualizar muitas coisas em
3D ou de cabeca ou fazendo umas pouquinhas contas
e desenhos no papel. Pra isso a gente vai treinar
fazer “desenhos tortos que todo mundo entenda” —
porque fazer desenhos & mao livre medindo tudo no
olhometro costuma ser bem mais rapido do que fazer
desenhos com régua — e em TODOS os exercicios que
eu vou passar durante o curso as contas sao simples
o suficiente pra poderem ser feitas meio de cabeca e
meio no papel.

Em Célculo 2 vocé muitas vezes teve que desenhar
figuras feitas de 4, 8, ou 16 retangulos, e af vocé lev-
ava 5 minutos pra entender como desenhar o primeiro
retangulo, depois s6 um minuto pra desenhar o se-
gundo, e aos poucos vocé entendia o padrio, e no final
vocé desenhava cada retdngulo em menos de 5 segun-
dos — e ai vocé conseguia visualizar como seria a figura
correspondente com 256, 512 ou 1024 retangulos, e
vocé passava a conseguir visualizar certos somatérios
a partir das féormulas deles, sem precisar desenhar as
figuras correspondentes a eles.

Nos exercicios deste PDF vocé vai desenhar parabolas
a partir de 5 pontos delas, e vocé vai tentar “adivin-
har” o resto da parabola a partir destes poucos pon-
tos. O modo matematicamente correto de fazer isto
seria como o Bortolossi faz em alguns exercicios; dé
uma olhada nas paginas 113 e 114 dele. O exercicio
[24] da pdgina 113 d4 seis formulas e seis graficos — os
graficos estdo na pagina seguinte — e ele pede pra vocé
descobrir qual féormula corresponde a qual gréfico...
Bort3p35 (p.113) Exercicio [24]

Bort3p37 (p.114) Figuras pro exercicio 24

Neste curso eu vou passar um monte de exercicios
com enunciados como “tente adivinhar o grafico da
equagao tal”. Eu vou usar a expressao “tente adiv-
inhar” pra enfatizar que o que a gente vai fazer nao
é totalmente formal: a partir de 5 pontos a gente
consegue fazer uma “hipdtese razoavel” de como é o
formato de uma pardbola, a partir de 20 pontos dessa
parabola a gente conseguiria fazer uma hip6tese mel-
hor de como ela é, e calculando um milhao de pontos
dela a gente conseguiria fazer um desenho bem mais
preciso dela... s6 que a gente quer aprender a fazer
desenhos bons o suficiente a partir de contas que a
gente possa fazer na mao!...
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Introducao ao curso
Calculo 3 é principalmente sobre:

1. funcoes de R em R? — que o Bortolossi costuma chamar de curvas
parametrizadas, mas nés vamos chamar de trajetorias, e

2. funcoes de R? em R, que vao gerar superficies.
Depois que nés aprendermos o suficiente sobre (1) e (2) nés vamos

poder lidar com coisas um pouco mais gerais, como fungoes F': A — R",
onde A C R™ é um conjunto aberto.
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Nossos primeiros objetivos vao ser:

1.

Aprender a representar graficamente algumas trajetérias, usando
a idéia de trago do Bortolossi (cap.6, p.188), mas escrevendo al-
gumas informagoes a mais, como “¢ = 0”7 e “¢ = 1”7 em alguns
pontos,

Calcular e representar graficamente vetores tangentes a trajetérias
(“vetores velocidade”),

Entender vetores secantes (cap.6, p.199),

Entender aproximacoes de primeira ordem pra trajetérias, que dao
retas parametrizadas, e depois aproximagoes de segunda ordem,
que vao dar parabolas parametrizadas.

..mas hoje nés vamos fazer uma revisao de algumas idéias de GA.
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Vocé ja deve ter visto estas duas convengoes diferentes para rep-
resentar pontos e vetores... am Algebra Linear tanto pontos quanto
vetores em R? sdo representados como matrizes-coluna de altura 2:

2 n 40\ (42

3 50/ \53
e em Geometria Analitica pontos e vetores sao escritos de forma difer-
ente — vetores tém uma seta em cima — e representados graficamente de

formas diferentes...
(2,3) + (40, 50; = (42,53)
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Vetores como setas

Um ponto (a, b) é interpretado graficamente como um ponto (a, b) de
R? e um vetor (¢, d) é interpretado como um deslocamento, e desenhado
como uma seta.

Se o vetor m aparece sozinho a representacao grafica dele é qual-
quer seta que anda ¢ unidades pra direita e d unidades pra cima. As

vezes a gente pensa que (¢,d) é o conjunto de todas as setas assim — o

conjunto de todas as setas “equipolentes” a esta; veja a p.9 do livro do
CEDERJ.

Link:
DFES1p10 CEDERJ, Geometria Analitica 1 (p.9)
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Uma convencao (temporaria)

O resultado da expressao (a, b) + m ¢ o ponto (a+¢,b+d),

mas a representacao grafica dele vai ser:

1) o ponto (a,b),

2) uma seta indo de (a, b) para (a + ¢, b+ d),

3) o ponto (a + ¢, b+ d),

4) anotagoes dos lados dos pontos (a,b) e (a + ¢, b+ d) dizendo os
“nomes” destes pontos e uma anotacao do lado da seta (c,d) dizendo
o seu “nome” — como nos dois exemplos abaixo (oops! Falta fazer os
desenhos!):

(por o desenho aqui)

Nesta aula vai ser obrigatorio por todos os nomes, mas nas outras
nao.
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A representacao grafica de

((1,1) + (2,00) + (1,2 = (1,1) + ((2,0) + (1, 2)

Vai ser um tridngulo feito de trés pontos e trés setas — os que estao
em vermelho aqui:

((11) + (2,0)) + (1.2) = (1,1) + ((2,0) + (,2))

~— —— N~—— ——

(3,1) ) (3723
(4,3) (4,3)

O objetivo do préximo exercicio é vocé relembrar como representar
graficamente certas expressoes com pontos e vetores usando quase sé o
olhémetro, quase sem fazer contas.
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10
Desenhando parabolas (quase) no olhémetro
Digamos que conhecemos A, U, e w. Entao a trajetéria
P(t) = A+ t7 + t*0

é uma parabola — e queremos aprender a desenhar os 5
pontos mais faceis dela, que sao P(0), P(1), P(—1), P(2),
P(—2), usando o méximo de olhdémetro e o minimo possivel
de contas...
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Exercicio 1: desenhando parabolas (quase) no olhdémetro

1) Sejam A = (3,1), ¥ = (1,0;, w = (0, 1;.
Represente graficamente num grafico so:

(A+7) 4+
(A+ W)+ 0
(A + 20) + 4w
(A+4w)+21)
(A—17)+
(A—l—w)—v
(A —20) + 4w
(A + 40) — 20

oo

a) A
b)
)
)
)
)
)

¢}

f

~"

= 0]

i

N’
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Exercicio 2: desenhando parabolas (quase) no olhdémetro, 2
@1

2) Sejam A = (1,1), 7= (1, —1;, w=

Represente graficamente num grafico so:

(A+7) 4+
(A+ W)+ 0
(A + 20) + 4w
(A+4w)+21)
(A—17)+
(A—l—w)—v
(A —20) + 4w
(A + 40) — 20

oo

a) A
b)
)
)
)
)
)

¢}

f

~"

= 0]

i

N’
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Exercicio 3: desenhando parédbolas (quase) no olhémetro, 3

3) Sejam A = (1,

1), 7= (1, —13, @ = (—1,1).

Represente graficamente num grafico so:

(A+7) 4+
(A+ W)+ 0
(A + 20) + 4w
(A+4w)+21)
(A—17)+
(A—l—w)—v
(A —20) + 4w
(A + 40) — 20

oo

a) A
b)
)
)
)
)
)

¢}

f

~"

= 0]

i

N’
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Exercicio 4: desenhando parabolas (quase) no olhdémetro, 4
4) Sejam A = (2,6), ¥ = (1,1;, W= (2 —1)
Represente graficamente num grafico so:

(A+7) 4+
(A4 w)+ v
(A + 20) + 40
(A+4w)+21)
(A—7)+
(A—l—w)—v
(A — 20) + 4w
(A + 4w) — 20

oo

a) A
b)
)
)
)
)
)

¢}

f

~"

= 0]

i

N’

Obs: vocé vai precisar de um grafico que contenha os pontos
(0,0) e (12,8).
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Introdugao (2022.2)

Sobre a aula 1

Na aula 1 nés usamos as idéias dos 8 primeiros
slides daqui,

3dT2 Aulas 4 e 5: introdugd@o ao curso

e do slide 10 daqui,

3bT93 ...usam um caso particular disfarcado
...pra desenhar casos particulares das figuras das
segoes 7.4 ¢ 7.5 do “GA1” do Felipe Acker:
AckerGA1p43 (p.27) 7.4 Soma de vetores

Introdugao ao vetor velocidade

Em cursos de Célculo 3 “pra matematicos” a gente
normalmente comega definindo o vetor velocidade
como um limite. O Felipe Acker faz isso muito
bem nos capitulos 2 e 3 do “GA4”,

AckerGA4p21 (p.13) Capitulo 2: Velocidade
AckerGA4p27 (p.19) Capitulo 3: Aceleragio

Eu costumava fazer mais ou menos isso no curso
de Célculo 3, e a gente gastava uma aula inteira
aprendendo a decifrar a férmula daquele limite e
visualizar o que ela queria dizer.

Dessa vez vamos tentar fazer algo diferente.
Vamos comegar com exemplos e animagoes.
Assista este video aqui até o 9:00,

3dT25 Aula 7: um video sobre curvas de Bézier
https://www.youtube.com/watch?v=aVwxzDHniEw

...mas considere que tudo no video até o 6:34 sao
idéias avangadas que a gente s6 vai entender nuns
exercicios que a gente vai fazer daqui a algumas
aulas. Por enquanto reserve praticamente toda a
sua atencao pro trecho entre 6:34 e 9:00, que é o
trecho que a Freya Holmér mostra os vetores ve-
locidade e aceleragao pra algumas curvas de Bézier.

A gente vai fazer o seguinte. Nés vamos acred-
itar que em geral quando temos uma trajetéria
P(t) = (x(t),y(t)) o vetor velocidade dessa tra-
jetoria é P'(t) = (2/(t),y'(t)). Nobs vamos ver
varios exemplos disso, e vamos deixar pra enten-
der os detalhes desse “em geral” quando formos
entender a definicio “pra matematicos” do vetor
velocidade.
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Exercicio 5: Trago

Comece entendendo a defini¢ao de traco de uma curva
parametrizada do Bortolossi:

Bort6p2 (p.188) Defini¢do 6.1

Agora sejam:

P) = (4,0)+4{0.1,
(0,3) +u(2,0).

Exercicio 5

a) Represente num gréfico s6 o trago de P(t) e o de Q(u).
b) Marque o ponto P(0) e escreva ‘t = 0’ do lado dele.

¢) Faga 0 mesmo para os pontos P(1) (‘t =17) ¢ Q(0) e
Q) (u=0c‘u=1).

d) Seja r o trago de P(t) e s o trago de Q(u).

Seja X o ponto de intersegao de r e s.

Quais sdo as coordenadas de X?

¢) Cada ponto de r esta “associado” a um valor de ¢ e
cada ponto de s a um valor de u. Quais sdo os valores
de t e u associados ao ponto X? Chame-os de to e ug
e indique-os no seu gréafico — por exemplo, se o = 99
e ug = 200 vocé vai escrever ‘t = 99" e ‘u = 200" do
lado do ponto X. Note que “ty = 99”7 e “tg9” sao coisas
totalmente diferentes!

Dica:

MpgP17

Agora releia as dicas 1, 2 e 7 daqui:

2gT4 “Releia a dica 77

e entenda a notacao de “set comprehensions” daqui:
MpgP8 “Set comprehensions”

Se vocé aprender a definir os seus objetos em lin-
guagem matematica vocé vai conseguir aprender (e
fazer!) muitas coisas do curs mais rapido,
e vai ter muito mais facilidade pra escrever elas de um
jeito legivel. Entao:

Exercicio 5 (cont.)

f) No item (d) a gente definiu 7, s ¢ X usando muitas
palavras em portugués. D4 pra definir 7, s e X com bem
menos portugués se a gente usar a notacgao de “set com-
prehensions”. Aprenda a usar essa notacio e complete
as lacunas abaixo:

Sejam:
P(t) = (4.0)+0,1),
Qu) = (0,3)+u(27§.
r=4 1}
s =9{ | '}
X = rns
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Exercicio 6: um circulo

Seja:

P(t) = (cost,sent).
Exercicio 6.
Represente num grafico so:
a) o trago de P(t),
b) P(3) + P'(5), escrevendo ‘P(%)" ao lado do
ponto e ‘P'(%)" ao lado da seta,
¢) Idem para estes outros valores de ¢: 0, iw, %71, .
d) Seja Q(u) = P(w)+uP'(r). Desenhe o trago de
Q(u) e anote ‘Q(0)’ e ‘Q(1)’ nos pontos adequados.
e) O trago de Q(u) é uma reta tangente ao trago de
P(t) no ponto P(m)? Encontre no livro ou no resto

da internet uma definigao formal de reta tangente
e descubra se isto ¢ verdade ou ndo.
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Sobre “adivinhar trajetérias”

Nos préximos dois exercicios nds vamos comegar
a fazer uma coisa que vai ser muito comum aqui
nesse curso de Célculo 3, e que geralmente é inad-
missivel nos cursos de Célculo 1: nds vamos tentar
“advinhar” como certas trajetérias sdo a partir de
umas poucas informagoes sobre elas. @)

Esse “adivinhar” na verdade é “fazer hipdteses ra- \-?@) 53
zodveis”, e as vezes a gente precisa de mais in- V. 1))
formagoes pra descobrir qual hipdtese é mais ra-

zoavel. Na figura do préximo slide eu desenhei /—.a)
a esquerda P(t) + P'(t) para a trajetéria de um pea
personagem de videogame em ¢ = 0,1, 3,4, mas PA“E’)

existem muitas trajetérias que se passam por esses
pontos com essas velocidades. Na primeira figura
a direita eu desenhei uma trajetéria de uma nave
no espago; na segunda eu desenhei a trajetéria de
um personagem de um videogame do meu tempo

naquela época nada nos videogames obedecia as
leis da Fisica, e nos meus jogos preferidos o meu
personagem era um quadradinho — e na terceira
o personagem ¢ atingido por um raio em ¢ = 1.05
e ele adquire superpoderes.

2024-2-C3-trajetorias 2024nov24 22:50


http://anggtwu.net/2024.2-C3.html

Exercicios 7 e 8: Lissajous

Os exercicios desta péagina vao dar curvas de Lis-
sajous, como as daqui:
https://en.wikipedia.org/wiki/Lissajous_curve
Exercicio 7

Seja P(t) = (cost,sen 2t).

Represente graficamente P(t) + P'(t) para os
seguintes valores de ¢:

0, %ﬂ', %m %71', ,2m.

Faga as anotagoes adequadas nos seu pontos e vetores
pra lembrar qual é o ¢ associado a cada um.

Tente usar as informagoes deste gréafico pra desenhar
o trago de P(t). Isto ndo é nada ¢bvio — se inspire
nas figuras das paginas 208 e 209 do capitulo 6 do
Bortolossi e tente conseguir uma hipdtese razoavel.

Vocé pode pensar que P(t) é a posi¢io do Super
Mario Kart no instante ¢ e P'(t) é o vetor veloci-
dade dele no instante ¢ (lembre que um vetor tem
“dire¢ao”, “orientagao” e “médulo™)... vocé s6 sabe
a posi¢ao e a velocidade dele em alguns instantes,
isto é, em alguns valores de t, e vocé vai ter que en-
contrar uma aproximagao razoavel, olhométrica, pra
pista onde ele esta correndo.

19

Exercicio 8

Seja P(t) = (cos2t,sent).

Represente graficamente P(t) + P'(t) para os
seguintes valores de ¢:

0, %7(, %nﬂ, %W, Lo, 2m.

Faga as anotagoes adequadas nos seu pontos e vetores
pra lembrar qual é o ¢ associado a cada um.

Tente usar as informagoes deste gréfico pra desenhar
o trago de P(t). Isto ndo ¢ nada 6bvio — se inspire
nas figuras das paginas 208 e 209 do capitulo 6 do
Bortolossi e tente conseguir uma hipétese razoavel.

Links:
Bort6p22 Bortolossi, cap.6, p.208
Bort6p23 Bortolossi, cap.6, p.209

2024-2-C3-trajetorias 2024nov24 22:50


https://en.wikipedia.org/wiki/Lissajous_curve
http://anggtwu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-6.pdf#page=22
http://anggtwu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-6.pdf#page=23
http://anggtwu.net/2024.2-C3.html

Exercicio 9: 6rbita

Este exercicio vai dar uma figura que é a érbita de
uma lua.

O resultado vai ser algo como a figura da dltima
pagina daqui,
http://anggtwu.net/LATEX/2022-1-C3-orbita.pdf
mas olhe pra essa figura durante sé uns poucos
segundos.

Neste exercicio vocé vai tentar redescobrir essa
figura sozinho, e vocé vai tentar descobrir como
desenhar uma aproximagao bem razodvel pra ela
s6 somando uns vetores no olhémetro e sem fazer
nenhuma conta complicada — por exemplo, vocé
val evitar usar uma aproximagdo numdérica pra
(cos(35 - 2),sen(35 - 2m)); ao invés disso vocé vai
usar a representagao grafica deste ponto no R2.

2024-2-C3-trajetorias 2024nov24

Seja h = ]‘7 2m.

Esse h vai ser uma “hora”. Vou explicar isso no

quadro.
Sejam:
P(t) = (cost,sent),
Q(t) = (cos4t,sendt),
R(t) = 1(cosdt,sen4t) = (1 cos4t, L sendt),
S(t) = P(t)+R().

Exercicio 9.
Represente graficamente:

a) P(t) pdrd t =0h,1h,2h, ..., 12h.

b) P(t) + P'(t) para t = Oh, 1h72h,,“.,12h.
c) Q(t) pala t = 0h, 1h,2h, ..., 12h.
d) Q(t) + Q'(t) para t = Oh, lh 2h,...,12h.

gl

) R(t) para t = 0h,1h,2h, ..., 12h.
)

R
R(t) + R'(t) para t = Oh, lh 2h, ..., 12h.

f)
g) S(t) para t = Oh, 1h,2h, ..., 12h.
h) S(t) + §'(t) para t = Ok, lh 2h, ..., 12h.

(Continua...)

22:50
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Exercicio 9: 6rbita (cont.)

Nos itens a até f vocé deve ter obtido pontos sobre
circulos e vetores tangentes aos circulos apoiados
nestes pontos. Nos itens g e h vocé deve ter obtido
algo bem mais complicado: pontos e vetores apoia-
dos nestes pontos, mas vocé ainda nao sabe direito
sobre que curva eles estéo.

Reveja o trecho entre 6:34 e 9:00 do video da
Freya Holmér. A trajetéria que ela analisa ¢ bem
“suave”, no sentido de que ela nao bicos ou tele-
portes, e a derivada da aceleragao dela é constante.
No item h vocé obteve alguns pontos e vetores ve-
locidade de uma trajetéria que vocé nao sabe di-
reito qual é... vocé s6 tem uma lembranga vaga do
“trago” dessa trajetéria, porque vocé viu a figura-
spoiler durante uns poucos segundos.

i) Desenhe uma trajetoria bem suave que nos in-
stantes t = Oh, 1h, ..., 12h passe pelos pontos que
vocé obteve no item g. Aqui vocé vai conseguir
uma aproximagao bem tosca pro “trago” da tra-
jetoria S(t).

j) Desenhe uma trajetéria bem suave que nos in-
stantes ¢t = Oh, 1h, ..., 12h passe pelos pontos que
vocé obteve no item h, e que naqueles instantes
tenha exatamente os vetores velocidade que vocé
também desenhou no item h. Aqui vocé provavel-
mente vai conseguir uma aproximagao bastante
boa pro “trago” da trajetoria S(t).

k) Refaca o desenho do item j pra ele ficar mais
caprichado e simétrico e tal. Quando vocé achar
que conseguiu fazer uma versdo caprichada boa
olhe de novo a figura-spoiler e compare o seu de-
senho com ela.
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Exercicios 10 e 11: bico e teleporte

Exercicio 10: uma trajetéria com um bico
Dé uma olhada no item le daqui:

3eT70 VS extra de 2022.1 - questao 1

Faga o que essa questdao pede e represente grafica-
mente Q(t) + Q'(¢) pra um monte de outros val-
ores de ¢t também — até vocé entender como essa
trajetéria se comporta. Dica: ela é um movimento
retilineo uniforme até um determinado instante, ai
ela muda de vetor velocidade subitamente e vira
um outro movimento retilineo uniforme.

Exercicio 11: um trajetéria com teleporte
Represente graficamente a trajetéria abaixo. Ela
é parecida com a anterior, mas nessa tem um mo-
mento em que a particula desaparece do ponto em
que em estava e se teleporta pra outro lugar.

R(t) = (t,4) quando t < 6,
(5,11 —t) quando 6 < t.

Dicas pro exercicios 10 e 11

Este video aqui tem algumas figuras sobre como
desenhar trajetérias:
http://www.youtube.com/watch?v=3yWLubgHsic
http://anggtwu.net/eev-videos/2020.2-C3-intro.
mp4

Quase todo mundo achou muito dificil desenhar a
trajetoria do exercicio 11 — se a gente calcula R(t)
s6 pra valores inteiros de ¢ a gente nao consegue
descobrir como a R(t) se comporta entre t = 6 e
t="7..

Um jeito de resolver isso ¢ calcular R(t) para
t=6.1,t=06.2,...,t =6.9, desenhar esses pontos
no grafico, e ai tentar descobrir qual é o compor-
tamento da R(t) pra todos os valores em [6, 7.
Um outro jeito é considerar que R(t) = ((t),y(t))
e tentar entender as fungoes x(t) e y(t), que sdo
fungoes de R em R.
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Links

3hQ26 Quadros da aula 10 (29/set/2023)
3fT118 (2022.2) P2, questao 2

3fT121 (2022.2) P2, questdo 2, dicas
3fT122 (2022.2) P2, questao 2, gabarito

StewPtCaplp5 (p.10) varidvel dependente

StewPtCap3p35 (p.188) 3.5 derivagao implicita
StewPtCap3p75 (p.226) 3.10 Aproximagoes Lineares e Diferenciais
StewPtCap3p75 (p.228) Diferenciais

StewPtCapbp48 (p.369) [4] Regra da substitui¢ao (MVI)
StewPtCapbp51 (p.372) [6] Regra da substitui¢ao (MVD)
StewPtCap11p61 (p.679) 11.10 Séries de Taylor e Maclaurin
StewPtCap14p25 (p.811) 14.3 Derivadas Parciais
StewPtCapl4p47 (p.833) [4] A regra da cadeia (versao geral)
Leitdp61 (p.275) Leithold: regras para a notagao de Leibniz
ThompsonP77 (p.66) IX. Introducing a useful dodge
ThompsonP183 (p.172) XVI. Partial differentiation

BortCalclpt01p44 (p.44) Humberto Bortolossi - fungoes
BortCalclpt13p9 (p.9) Humberto Bortolossi - regra da cadeia

BauerDawnP20 Elaboration in proof assistants

Total differentials and the chain rule (video do MIT):
http://www.youtube.com/watch?v=2bF6H_xulao
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Derivagao implicita

y=ylz) = fx)
Yo :gx(z) = }:(I>
£ = L(f@)?)
= 3/(2)*f'(x)
= 3’y
? 4y = Gay
%(z3+y3) = ;i(ﬁxy)
L@+ £ = 6y+6
dg \Y Y Yz
@)+ (%) = 6y+ 6y,
322+ 3y’y, = 6y-+ 6y,
Pty = 42,
y2yz -2y, = 2y— 13
v =2y = 2—a?
_ 2y-x
Yo = "7 o

1/.3 + y3

d(2* +¢°)
d(a*) + d(y®)
3z%dx + 3y2dy
22dz + y*dy
yidy — 2z dy

6zy

d(6zy)

6y dx + 62 dy
6y dx + 6z dy
2y dx + 2z dy
2y dx — x*dx
(2y — 2%)dx
2y—z?

v =2z
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ON RELATIVE GROWINGS 11

(2) Let « represent, in Fig. 5, the horizontal distance, from a wall,
of the bottom end of a ladder, AB, of fixed length; and let y be the

B

O S——\—
¥

Fic. 5.

height it reaches up the wall. Now y clearly depends on x. It is easy to
see that, if we pull the bottom end A a bit further from the wall, the
top end B will come down a little lower. Let us state this in scientific
language. If we increase x to  + dz, then y will become y — dy; that is,
when x receives a positive increment, the increment which results to y
is negative.

Yes, but how much? Suppose the ladder was so long that when the
bottom end A was 19 inches from the wall the top end B reached just
15 feet from the ground. Now, if you were to pull the bottom end out
1 inch more, how much would the top end come down? Put it all into
inches: # = 19 inches, y = 180 inches. Now the increment of  which

we call dr, is 1 inch: or 2 + dx = 20 inches.

CALCULUS MADE EASY 12

How much will y be diminished? The new height will be y — dy. If
we work out the height by Euclid I. 47, then we shall be able to find
how much dy will be. The length of the ladder is

(180)2 + (19) = 181 inches.
Clearly then, the new height, which is y — dy, will be such that

(y — dy)? = (181)* — (20)? = 32761 — 400 = 32361,
y —dy = V32361 = 179.89 inches.

Now y is 180, so that dy is 180 — 179.89 = 0.11 inch.

So we see that making dr an increase of 1 inch has resulted in
making dy a decrease of 0.11 inch.

And the ratio of dy to dr may be stated thus:

dy 011
dx 17

It is also easy to see that (except in one particular position) dy will
be of a different size from dx.

Now right through the differential calculus we are hunting, hunting,
hunting for a curious thing, a mere ratio, namely, the proportion which
dy bears to dx when both of them are indefinitely small.

It should be noted here that we can only find this ratio i when
y and z are related to each other in some way, so that whenever  varies
y does vary also. For instance, in the first example just taken, if the
base x of the triangle be made longer, the height y of the triangle
becomes greater also, and in the second example, if the distance = of

the foot of the ladder from the wall be made to increase, the height y
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Exercicio 1.

As contas a direita sdo uma versio um pouco modernizada das
contas das paginas 11 e 12 do livro do Thompson. Repare que es-
tamos usando zy e yo pros valores “antes” e ‘xy e y; pros valores
“depois”, e isso nos permite mencionar nas mesmas contas os val-
ores de “antes” e de “depois” — o Thompson precisa manté-los em
blocos de contas separados, e precisa de explicagdoes em inglés pra
dizer o que é o qué.

a) Numere as linhas das paginas 11 e 12 do Thompson e escreva
ao lado de cada igualdade a direita a que linha do Thompson ela
corresponde.

b) Faga uma versao da Fig.5 do Thompson que tenha propor¢oes
(um pouco) mais coerentes com os dados das contas dele, e que
indique quais distancias sao g, 1, Yo € y1. Faca tudo no olhémetro
- ndo use régua.

¢) Nas minhas contas eu usei o simbolo ¢ pro comprimento da escada
(“length”). Represente graficamente o circulo

{(z.y) e R | Va2 +y2 =(}

e represente os pontos (2o, yo) € (z1,y1) nele. Faca tudo & mao sem
régua, mas incluindo informacées suficientes pro leitor entender o
seu grafico.

d) 0 % do Thompson corresponde & derivada de qual fun¢ao, em
que ponto? Diga que fungdo ¢ essa, calcule a derivada dela, calcule
na calculadora o valor da derivada dela no ponto certo, e compare
o seu resultado com o valor do Thompson.

\) x: “'.‘.ﬂo’l =f
XQ-I ')‘-‘!e‘l = 11
xFaylr =gt
(%o%9x)" 4 (y,-dg)" < £

15’0-,;5

(yo=d)* = [ x}

Yo -dy = et
* Jisrt - 20t
= 32361400
= [323¢1

X179, 9
=179.89

190~ 129,892 dy
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Exercicio 2.

Leia a se¢ao 4.7 do livro do Daniel Miranda:
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=117

Os livros mais modernos:

i) distinguem dx e Az,

ii) escrevem y = f(z) ao invés de y = y(z),
iii) evitam a convengio x; = xo + Az.

a) Traduza o inicio da segdo 4.7 do Miranda - até o fim
da pagina 118 - pra notacao do Thompson. Dicas:

f(x) =~ f(p)+ ['(p)(x —p) f(xy) = f(xo) + f'(wo)Ax
L(z) = [f(p)+ [(p)(z—p) L(zy) = f(zo) + ['(x0)Az

e a funcdo L é exatamente a série de Taylor da funcdo f truncada até
grau 1... lembre que nés quase sé vimos séries de Taylor no caso em que
Zo era 0, mas ficamos de ver depois o caso em que o “ponto base” nao
precisava mais ser 0...

=

2024-2-C3-notacao-de-fisicos 2024nov24 22:59


http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=117
http://anggtwu.net/2024.2-C3.html

Alguns truques de traducgao

Truque 1: quando a gente escreve férmulas “com o mesmo formato” perto uma
da outra o leitor tende a ler a segunda ou como uma traducao da primeira pra
outra notagdo ou como um caso particular da primeira...

Isto aqui é uma traducdo de duas das férmulas da p.117 do D. Miranda pra
“notagao de fisicos”:

f@) =~ f(p)+ f(p)z—p) fl@) ~ flxo)
L) = fp)+ @)@ —p) L(z1) = f(xo)

E isto aqui é um caso particular da primeira férmula:
F(402) & f(4) + f/(4)(4.02 - 1) ()
Repare que a férmula () fica mais clara se escrevermos isto explicitamente:
1 =4.02 zo=4
...e repare que se a gente tentar escrever isto aqui direto
VA2 ~ VA + VE (4.02 - 4)
fica confuso e péssimo — néo existe uma notagiao padrdo pra derivada de /x

em x = 4!l Aqui a gente TEM que usar um truque novo — a gente tem que
dar um nome pra fungio /z. Por exemplo...

2024-2-C3-notacao-de-fisicos 2024nov24 22:59


http://anggtwu.net/2024.2-C3.html

Alguns truques de traducgao (2)
Seja f(z) = /x = /2.

Entdo f'(z) = $271/2 = 3oE = 2%/5, e
f(4.02) ~ f(4)+ f'(4)(4.02—4)
= VA02 = Vit 55(4.02-4)
Repare que acima eu s6 fiz as subtitui¢des f(z) = /T e f/(x) := 5= eu

2z
acho que as contas mais mais faceis de entender se a gente fizer as substituigoes

e as simplificagbes em passos separados:

f(4.02)
= 4.02

F(4) + f/(4)(4.02 — 4)
\/ 4+ 512(4.02 - 4)
= 2+ 7(0.02)

= 2+0.005

= 2005
2.004993765576342...

QR

Vv4.02

A dltima linha acima tem um ‘=" ao invés de um ‘~’; e eu calculei o resultado
dela com a calculadora.
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O exemplo 4.4 da pagina 120

V(z) = Z(302% — %) Az = 0.1
V'(z) = Z(60z — 3z%) = w(20z — 2?) = V(") = 2625+ 75m-0.1
V(z) = V(o) + V(o) (21 — o) = 5625+ 757-0.1
V(z) = V(o) = V'(xo)(21 — o) ~ 654.5 + 23.56
V(z*)=V(5) =~ V'(5)(z* —5)
V(5) (3052 - 5%) Az = 0.1
— 7625 = V(z*) = 3625+757-0.1
VI(5) = (205 52) = 7625+ 757 - 0.1
5 ~ 654.5 % 23.56
V(z*) € [654.5 — 23.56,654.5 + 23.56]
V() = V() ~ V/(5)(* —5)
AV ~ V/(5)Az
= TbrnAx

V'(5)(z" = 5)
V(5) + V'(5)(z* — 5)
1625 + T5mAx

a
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O exemplo 4.4 da pagina 120 (2)

No exemplo 4.4 o D. Miranda faz as contas o mais rapido possivel — porque ele quer
que os leitores passem meia hora reescrevendo as contas e checando os detalhes — e
ele usa um monte de truques de fisicos... por exemplo, ele fala em “erro de medida”
e usa o0 ‘t’ no sentido que os fisicos costumam usar: pra matemaéticos a frase “as
solugbes de (z —17)(z +23) = 0 sdo da forma z = 20+ 3” quer dizer que x = 20— 3
ou = 20 + 3, mas pra fisicos “z = 20 + 3” quer dizer z € [20 — 3,20 + 3]...

Tem um monte de pessoas na turma que nao fizeram Fisica.

Na pégina anterior eu escrevi as contas do exemplo 4.4 tentando fazer com que elas
ficassem bem faceis de verificar por pessoas que nao fizeram Fisica. Eu fiz as contas
com simplificagoes, como V’(5) = 757, bem passo a passo, e deixei as contas com
aproximagoes, como 757 -0.1 & 23.56, pro final; além disso eu repeti algumas linhas,
como a que diz

V(z*) =V (5) = V'(5)(z* = 5)

varias vezes, e ao invés de tentar ver direto quais eram as consequéncias de Ax =
£0.1 eu comecei vendo as consequéncias de Az = 0.1 e sé depois passei pra Ax =
£0.1... as contas com Az = #+0.1 sdo parecidas com as pra Az = 0.1, mas com
alguns detalhes complicados novos.
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Exercicio 3.

Faca as contas do Exemplo 4.5 do D. Miranda —
o que é sobre uma esfera — de um jeito parecido
com o que eu usei nas contas do Exemplo 4.4 —

que era sobre uma tigela...

Faca tudo BEM passo a passo e deixe os truques
“de fisicos” pros passos finais das contas.

Exercicio 4.
Faca a mesma coisa pro Exemplo 4.6.
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“dy is always a dependent variable”

Agora vamos ver como varios livros
lidam com esta idéia aqui:

dy
—dr =d
dz * Y
Repare que temos %Ax ~ Ay mas j—zda: =dy.
O livro do Thomas explica isso bem melhor que o
livro do D. Miranda. Leia a definicao de diferenciais

na p.225 do Thomas e entenda os exemplos 4 e 5
das paginas 225 e 227 dele:

http://angg.twu.net/2022.1-C3/thomas_secoes_3.7_e_3.8.pdf
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O truque das variaveis novas

No capitulo VI o Thompson calcula - ((z? + ¢) + (az* + b))
organizando as contas mais ou menos desta forma:

y = (@ +¢)+ (' +)
dy d((z®+c)+(az*+b))
da d(): +c)d d(az*+b)
+ dx
= 21 + daz?
No capitulo IX — “Introducing a useful dodge”
o Thompson mostra como a gente pode simplificar contas

como essa introduzindo “varidveis dependentes” novas.

Exercicio 5.
Entenda os exemplos (1)—(4) das paginas 66-68 do Thompson.

Exercicio 6.
Faca os exercicios (1)—(4) da pégina 72 do Thompson.

Links:
https://www.gutenberg.org/files/33283/33283-pdf . pdf#page=45
https://www.gutenberg.org/files/33283/33283-pdf . pdf#page=83
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Derivadas parciais no Thompson

Leia o inicio do capitulo XVI do Thompson —
“XVI. Partial Differentiation” — da p.172 até p.174.
Entenda os exemplos (1) até (3) dele.

Exercicio 7.
Faca os exercicios (1)—(5) das paginas 177 e 178 do Thompson.
Obs: o (6) precisa de graficos 3D, vamos fazer ele depois.

Exercicio 8.

Digamos que F(x,y) = z3y*, g(t) = sent, h(t) = e*.

Vamos usar esta notagao aqui: F, = %F, gt = %gp etc.

a) Calcule £ F(g(t), h(t)) usando “notacdo de mateméticos”.

b) Digamos que x = ¢(t), y = h(t), z = F(x,y).
d

Calcule %z usando “notacao de fisicos”.
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Derivadas parciais e derivadas totais
Digamos que z = z(z,y) e y = y(z).

Vamos comegar com um caso bem concreto — um que
eu usei em EDOs com variaveis separaveis em C2... link:
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-edovs.pdf

O nosso caso bem concreto vai ser:

= Z(l’,y) = '1:2 +y2a

y=y(r)=v1—2a2

quando noés s6 consideramos o z = z(z,y) = 22 + y>

as derivadas parciais de z sao z, = 2z e z, = 2y,

mas quando também consideramos o y = y(z) = v/1 — 22

‘ _ 2 2 _ dz _
al temos 2z = z(z,y(x)) = 2>+ V1 -2 =1,e E=0.

Esta derivada £ = L z(z, y(z)) é chamada de
derivada total de z com relacao a y.

2024-2-C3-notacao-de-fisicos 2024nov24 22:59
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Exercicio 9.

Digamos que z = z(z,y) = (v + 2)(y + 3)
e que y = y(z) = senz.

a) Calcule %, g—z.

b) Calcule j—z.d

c) Calcule 2.

Convencao: quando uma expressao como z, puder

ser interpretada tanto como uma derivada parcial quanto
como uma derivada total o default é interpreta-la

como derivada parcial.
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Exercicio 10.
Digamos que z = z(z,y) e y = y(z).

(Isto é uma versao mais geral do exercicio 9).

a) Calcule 2.

b) Calcule £4 -,

Dica: siga as dicas dos proximos dois slides,
e escreva as suas contas em varias notagoes
diferentes “em paralelo”.

2024-2-C3-notacao-de-fisicos 2024nov24 22:59

17


http://anggtwu.net/2024.2-C3.html

18

Dicas pro exercicio 10

Compare:
=/ (g(h(2)))
(Al = | = F(g(h(x))f9(h(x))
= ["(g(h(x)))g' (h(x))H (x)
£ sen(cos(tan(z)))
[A2] = = sen’(cos(tan(z))) < cos(tan(z))
= sen’(cos(tan(x))) cos'(tan(z)) tan’(z)
#w(z(y(2)))
(A3 = | =w(a(y(2) g2y
= w'(2(2(2)))2'(y(2))y' ()
#w(z(y(2)))
A4 = | =w.e(y(@)) g2(y(x)
= w2 (2(2(2))) 2y (y(7))a ()
w y=y(z)
[A5] = ( =w, Lz ) z=z(y) = z(y(z))
= W,2yYy w=w(z) =w(z(y)) = w(z(y(z)))
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Dicas pro exercicio 10 (cont.)

O [Al] é a versdo em “notacao de matemadticos”.
O [Al] é a versdo mais geral.

O [A2] é um caso particular do [Al].

O [A3] é uma “versdo renomeada” do [Al].

O [A4] ¢ uma “versdo abreviada” do [A3].

Toda vez que a gente tiver duvidas sobre como fazer
contas

numa notagao como a do [A5] a gente vai expandir

ele pra notagdo do [A4], depois renomear as fungdes
“que tém nomes de varidveis”, como y(x) ~ f(z),
depois fazer as contas na “notagdo de matematicos”, e
depois voltar pra “notagao de fisicos”...

Ou seja: se y = y(x), z = 2(y) e w = w(z),

d
dg

(@)
Zh(o(f(x)

w =7
)=
)

~
s =7

2024-2-C3-notacao-de-fisicos 202
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e a gente tem que escrever os nomes
novos...por exemplo:

y =y(z) = h(z),
z=z(y) = 9(y),
w=w(z) = f(2)

e af a gente calcula -Lh(g(f(x))) e
depois traduz as contas de volta pra
“notagao de fisicos”.

Lembre que eu nunca vi esse método
de tradugdo explicado direito, entao
0 que estd aqui é uma tentativa

de explica-lo...

Ah, e se a gente se perder nas contas
na notagao do [Al] a gente pode tentar
fazer um caso particular, como o [A2],
e depois voltar pro [Al]...

inov24 22:59


http://anggtwu.net/2024.2-C3.html

Uma piramide

(A gente viu isto na aula de 2022may20.)

O objetivo desta aula e das proximas é fazer vocés
aprenderem a olhar pra algo como isso aqui...

000000000
000000000
001111100
001222100
001232100
001222100
001111100
000000000
000000000

...e verem uma piramide.

2024-2-C3-notacao-de-fisicos 2024nov24 22:59
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Uma piramide (2)

Note que isto é muito diferente da nocao de funcao de Calculo 1...
nao estamos dizendo o dominio da fun¢ao F'(z,y) do slide anterior, nao
estamos dando uma férmula pra ela, e s6 estamos dando o valor dela
em alguns pontos...

A figura do slide anterior s6 define uma fungao se 1) a gente diz
que ela representa a funcdo mais simples possivel que assume aqueles
valores, 2) se todo mundo tem a mesma nogao de “fun¢do mais simples
possivel”, e 3) se nao estamos num caso ambiguo.

Releia isto aqui, sobre “adivinhar trajetérias”:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C3-vetor-tangente.pdf#page=7

No diagrama de numerozinhos do slide anterior o leitor precisa “adi-
vinhar” que a superficie z = F(z,y) ¢ feita de pedagos de planos.
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Low Poly

Computadores preferem pensar que superficies 3D sao feitas de triangulos
veja o golfinho abaixo e a pdgina da Wikipedia sobre “Low Poly”
mas humanos preferem imaginar que tridngulos vizinhos que estdo no
mesmo plano em R? sdo grudados e viram poligonos mais complicados...
Além disso qualquer diagrama de numerozinhos pode ser triangulado de
varios jeitos, e humanos costumam achar que a triangulagao da pirdmide

acima a direita é “mais natural” que a triangulacao de baixo...

Assista o video sobre “fun¢des quadraticas” (a partir do 4:05) pra en-
tender como nés vamos usar diagramas de numerozinhos pra superficies
que ndo precisam ser compostas de poligonos, e o video sobre “cabos na
diagonal” pra entender essa histéria das triangulagoes “mais naturais”.
Links:

https://en.wikipedia.org/wiki/Low_poly

http://www.youtube. com/watch?v=2n0Sv8hyNIk

http://angg. twu.net/eev-videos/2021-1-C3-funcoes-quadraticas.mpd

http://www. youtube. com/watch?v=nxsIKOtPHAT

http://angg. twu.net/eev-videos/2021-2-c3-cabos-na-diagonal .mpd
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Regioes

No proximo exercicio vamos considerar
que o plano esté divido nestas 5 regioes,
que vamos chamar de N, W E S, e B —
faces Norte, Oeste, Leste, Sul e “base”...

000000000
000000000
001111100
001222100
001232100
001222100
001111100
000000000
000000000
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Regides (2)

As defini¢oes do fi, fo, ..., f5 a direita definem a mesma funcéo, e a defini¢ao
do f5(x) é uma tradugio “pra notagio com ‘€’s” da defini¢ao do fy()...

Muitos matematicos — e livros, como por exemplo os do Guidorizzi — con-
sideram que as defini¢des do f4(z) e do fs(z) sdo ruins porque as condigoes,

u “regives”, depois dos “quando”s nao sao disjuntas, e af essas definigoes
“s6 fazem sentido” se a gente mostrar que quando z € (—o0, 2N (2, 4] temos
2=, e que quando z € [2,4] N [4, —c0) temos z = 4...

A deﬁmgdo fi(z) por um grafico nos permite pular certos detalhes. B “6b-
vio” que ela corresponde a uma defini¢ao por casos com trés casos diferentes,
mas com a definigao pelo gréfico a gente ndo precisa definir se o ponto z = 2
pertence a primeira regido ou a segunda, e nem se o ponto x = 4 pertence
a segunda regido ou a terceira...

D4 pra gente definir a pirdmide do slide anterior “de um jeito que deixaria
0 Guidorizzi feliz” por uma defini¢do por casos como a defini¢ao do Fp(x)
a direita, em que cada uma das fungoes Fg, Fy, Fiv, Fg, Fs é¢ um “plano”,
isto ¢, ¢ da forma a + bz + cy, e os conjuntos B, N, W, E, S sdo descritos
formalmente de jeitos como este aqui...

S = {(wyeR x>y 1<y a+y<8}

D& uma olhada nos slides 6 e 7 daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2- infs-e-sups. pdf #page=6

Daqui a algumas aulas nés vamos fazer um monte de exercicios de traduzir
entre notacao de conjuntos e representagoes graficas — nds vamos precisar
disso pra entender conjuntos abertos em fechados em R? — mas por en-
quanto nés vamos definir regives do plano por figuras.
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f3(2)

fil@)

Fp(z)

:59

———~

2 quando r < 2,

z quando 2 <z <4,
4 quando 4 <z

2 quando z < 2,

z quando 2 < x < 4,
4 quando 4 <z

2 quando z < 2,

z quando 2 <z <4,
4 quando 4 <z

2 quando z € (—00,2],
x quando x € [2,4],

4 quando z € [4,400)

Fg(z,y) quando (z,y) €
Fy(z,y) quando (z,y) €
Fy(z,y) quando (z,y) € W,
Fg(z,y) quando (z,y) €
Fg(z,y) quando (z,y) €
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Exercicio 11.

Faca o diagrama de numerozinhos de cada uma das superficies
z = F(z,y) abaixo. Desenhe os numerozinhos nos pontos com
x,y € {0,1,2,3,4} — ou seja, 25 numerozinhos em cada item.

a) F(x,y) =2x

b) F(z,y) =3y

c) Fz,y) =2z + 3y

d) F(z,y) = 10 + 2z + 3y

Exercicio 12.
Mostre que se z = F(x,y) é um plano com equagao
F(z,y) = a+ bz + cy entdo isto aqui vale:

Y(zo,0), (71,11) € R%. Az = bAx + cAy.
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Exercicio 13.

A pirdmide dos slides anteriores pode ser descrita formalmente
por uma defini¢cdo por casos como esta aqui,

Fp(z,y) quando (z,y
Fy(z,y) quando (z,y
Y

(

(
z = Fp(x) = < Fy(z,y) quando (z,
Fg(x,y) quando (z,y
(

)€
) €
)e W
)€
Fs(z,y) quando (z,y) €
onde cada um dos Fgr(z,y), onde R é B,N,E,W ou S, é uma
equagao de um plano — ou seja, é “da forma a+bx + cy”. Descubra

quais sdo estas equagdes de planos e escreva a sua resposta neste
formato aqui, mas com os nimeros certos:

r,y) = 2+3z+4y
z,y) = H+6x+ Ty
8+ 9z + 10y

= 11+ 122+ 13y
= 14+ 15z + 16y

q& -
<

T,
u?jgj% Z Qj
3]
seeess
I

B
<
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Exercicio 14 (“barranco”).

No exemplo da piramide a gente comecou com um diagrama de
numerozinhos e ai encontrou um modo de dividir o plano em 5 regioes
que fazia com que todos os numerozinhos numa mesma regiao ficassem
no mesmo plano. Faga a mesma coisa com o diagrama de numerozinhos
abaixo — vocé vai precisar de pelo menos 6 regioes.

444444444
444444444
333344444
222234444
111123444
000012344
000001222
000000111
000000000
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FFFFFFTN—AO
FFFFFFTN—O
FFFFFON—AO
FHFFFON—=OD
tFHFFON—HOOOD
FFON—OOOD
FFON—HOOOOD
FFNMN—~OOOD
FHFONHOOOO

FFHFFFTN—O
FFFFFTFTNAO
FHFFFFON—OD
FHFFFON—OOD
tFFFON—OOD
FFON—~HOOOOD
FFNN—~OOOD
FFON—OOOD
FHFONHOOOO

FFFFFFTNAO
FFFFFFTN—AO
FFFHFFON—O
FFFFON—HOO
FHFFON~AOOO
FFOAN—AHOOOD
FFON—OOOD
FFON—AOOOOD
FFON—HOOOOD

FFFFFFTN—AO
FFFHFFFTN—O
FFFFFON—O
FFFFON—HOO
FHFFON—HOOOD
FFNMN—~OOOD
FFON—HOOOOD
FFNN—AOOOD
FFON—HOOOOD

FHFFFFFN—O
FHFFFFIFN—AO
FFFFFON—O
FHFHFOIN—~DOO
FHFFON—HOOOD
FFOAN—~OOOD
FFOAN—HOOOOD
FFNMN—~OOOD
tHHFON—HOODODD

FHFFFFN—O
FFFFFFN—AO
FHFFFFON—O
FHFFFON—OO
FHFFON—OOO
FFOAN~HOOOD
FFNAN—AOOOD
FFOAN—~OOOD
FFHFON—HOOOOD

FHFFFFFN—AO
FHFFFFFN—O
FHFFFON—OD
FFFFON—~OO
FHFFOIN—HOOOD
FFNNAHOOOD
FFOAN—~OOOD
FFOAN—HOOOOD
tHFON—HOOOD

FHFFFFFN—O
FHFHFFFFN—O
FHFFFFON—AO
FHFHFFOIN—OO
FFHFFOIN—AOOD
FFNMN—~OOOD
FFOAN—~OOOD
FFNAN—AOOOD
tFFON—HOOOD

FHFFFFN—O
FHFFFIFN—O
FHFFFFON—O
FHFFOIN—~OOD
FHFFOAN—~HOOOD
FFON—AOOOD
FFON—AOOOD
FFNAN—AOOOD
FHON—HOOOO

FHFFFIFN—O
FHFFFFFN—AO
FFFFFON—O
FHEFFON—OOD
FFHFFON—~OOO
FFON—AOOOD
FFNAN—AOOOD
FFON—AOOOD
HFFONHOOOOD

FHFFFFN—O
FHFFFFN—O
FHFFFON—O
FFHFFFOIN—OO
FHFFOIN—AOOOD
FFHFNAN—AHOOOD
FFON—AOOOD
FFON—AOOOD
FHON—HOOOOD

FHFFFFFN—O
FHFFFIFN—O
FFHFFFON—O
FFFFOIN—AOO
FFHFFON—HOOD
FFNAN—AOOOD
FFONAOOOD
FFNAN—AOOOD
FFON—HOODOD
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Exercicio 15.

Lembre que em planos a férmula da aproximacao linear

F(xo + Az, yo + Ay)

dé resultados exatos...

Seja z = F(z,y) a fungdo que d4 a superficie da piramide da
figura a direita. Descubra os valores de:

a) F(1.5, 3) e) F(5.2, 2.3)

b) F(1.1, 3) f) F(5.2, 1.9)

o) F(5.1,3)  g) F(3.1,21)

d)F(5.1,2)  h) F(2.9, 1.9)

Tente fazer as contas de cabeca.

Se vocé se enrolar faga as contas todas explicitamente, e use
os “truques de traducdo” das paginas 6 e 7 pra fazer as contas
da forma mais clara possivel... depois esconda as suas contas
e tente obter todos os resultados de novo de cabega.

PGt gy
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Exercicio 16.

Seja z = F(z,y) a fungdo que dé a superficie da pirAmide com
duas faces extras da figura a direita. Descubra os valores de:

a) F(2.1, 2.1)
b) F(2.5, 2.5)
c) F(2.6, 2.6)

fazendo as contas de cabeca.
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Derivada direcional (Bortolossi)

O Bortolossi define a derivada direcional
deste jeito, na p.296 do capitulo 8 dele:

E v) — 000000000

U (o) = i {@ V) = /() 000000000

ov -0 t 001111100
001222100

Digamos que f : R?> — R, que os argumentos da f 001232100
sc.chamemxcy, qlicp:(:r(lyo)7 que o vetor v 88%%%%%88
seja (o, f), e que z = z(z,y) = f(z,y). 000000000
000000000

Exercicio 17.

Seja f(z,y) = *(2,y) = F(z,y), onde F(z,y) éa

pirdmide do exercicio 15 (figura a direita). A

Sejam p = (20, 90) = (2,3) e v = (04—55 _ ('2*03 A par/tlhr do que vocé E)bteve no

Caleule L@+=1 () exercicio 17, qual vocae acha que
t deve ser o valor de ﬁ((l 3))?

Exercicio 18.

para os seguintes valores de t:

a)t=1 e)t=1/4

b)t=2 ft=-1 Exercicio 19.

c)t=3 g)t=-1/2 ...e o valor de -25((2,3))?
d)t=1/2  h)t=-1/4 o0
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O gradiente

Obs: esse exercicio aqui vai ser totalmente reescrito depois!
Leia a defini¢do de gradiente na pagina p.298 do capitulo 8

do Bortolossi. Tente entendé-la usando as dicas abaixo.
Se F : R? — R, entdo:
a) $E (w0, y0) = ZE (w0, y0) = Fa(wo, 40),
a 9 .
b) 75(%;?/0) = %(lo,yo),

9) %(l‘o,yo) = %(1’0711/0)

d) VF = (F,. F)

Exercicio 20.

a) Usando a F da pirAmide mais simples, calcule:
VF(2,4), VF(4,2), VF(6,4), VF(4,6).

b) Represente graficamente (zg, o) + VF(x9,y0) para
estes valores de (o, yo): (2,4), (4,2),(6,4), (4,6).

¢) Seja G a fungio da pirAmide torta do mini-teste.
Calcule: VG(5,3),VG(8,3), VG(8,6), VG(5,6).

d) Represente graficamente G(z,y) + VG(z,y) para
cada um dos 4 pontos do item (c).
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Exercicio 21.
Leia a definicao de curvas de nivel nas paginas
97 e 98 do capitulo 3 do Bortolossi.

a) Seja F(z,y) =2z + .

b) Faga o diagrama de numerozinhos da
F(z,y) para os pontos com z,y € {0, 1,2,3}.
c¢) Desenhe quatro curvas de nivel diferentes
da F(z,y) sobre o diagrama do item (b).

d) Represente graficamente F' + VI para cada
um destes 16 pontos do (b). Isto vai dar 16
vetores, cada um apoiado num dos numerozinhos.
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Exercicio 22.

Faca a mesma coisa que vocé fez no
exercicio 21, mas agora para
F(z,y) = 3z — 2y.

Exercicio 23.
Faca a mesma coisa que vocé fez nos
exercicio 21 e 22, mas agora para
2,2
Tty
F(z,y) = ———
(z,y) 10
x,y € {-2,-1,0,1,2}.

(§]

Exercicio 24.
Faca a mesma coisa que vocé fez no
exercicio 23, mas agora para

Ty
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Primeiras definicoes

Sejam:
A = (f(2) = N f(x))
Bi] = (fleo+AAT) = N f(zg + Ax)

Uma funcao f: R — R é homogénea de grau k
—abreviagdo: h.d.g.k — quando ela obedece isto,

Va, A € R. f(Az) = M\ f(x)
vz, A € R. [A]

onde a segunda linha é abreviagdo da primeira;
e uma funcao f : R — R é homogénea de grau
k em zo — abreviagao: h.d.g.k em xy — quando
ela obedece esta condigao,

Va, A € R. (f(wo + AAz) = M f(z + Axz))
YAz, A € R. [By]

Vou definir [A,] da forma Gbvia:

[Ag] = [Ag]k:=2]
= (f(ha2) =X f(2))
[Ao], [A1],[As], ..., [B1], [Bol, [Ba], [Bs], ..., etc,

vao ser todos definidos da mesma forma.

Digamos que uma fungdo f : R — R é ho-
mogénea de grau 2 (“h.d.g.2”). Entéo ela obe-
dece todos os casos particulares de [A,], in-
cluindo estes aqui:

Mol (321 = (3 4) =3/(4))
= (72 = 95()
e [XE] = (F(312) = (3)P£(12)
= (£(6) = 1£(12))

...e af se a gente souber o valor de f(z) pra
algum  a gente consegue descobrir f(z) para
todos os outros ‘x’zes!
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Primeiras defini¢oes (2)

Lembre que definimos:

(f(h2) = N f (@)
(f (w0 + AAz) = Ak f (o + Ax))

[Ar]
By =

e que uma funcao f : R — R é homogénea
de grau k (“h.d.g.k”) — quando ela obedece
isto,

vz, A € R. [AA]

E uma func¢do f : R — R é homogénea de
grau k em xo (“h.d.g.k em zp”) quando ela
obedece esta outra condigao:

YAz, X € R. [By]

Exercicios

a) Digamos que f : R — R é h.d.g.2 e que
f(4) = 32. Descubra os valores de f(z) para
x=1,2,3,-4,0,—1,—-2,-3.

b) Digamos que f : R — R é h.d.g.1 e que
f(4) = 32. Facga uma tabela com os valores
de f(z) para z € {—4,...,4}.

¢) Digamos que f : R — R é h.d.g.0 e que
f(4) = 32. Faga uma tabela com os valores
de f(z) para z € {—4,...,4}.

d) Digamos que g = 10, que f : R — R é
h.d.g.l em zg, e que f(10 +4) = 32. Faga
uma tabela com os valores de f(x) para x €
{10 —4,...,10 +4}.
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Segundas defini¢oes

Sejam:
A = (F(hz) =N f(x))
By = Ef(iru + AAT) = N f (g + Az))
Ch] = 90\(@“ Ay )\;)\kg(m,g\)g :
_ Zo + z, Yo + Y
[Dy] = < 7 )\Okg(l'o +A?L',yo+Ay) >

As defini¢oes [Ay]
Vou dizer que uma fungio g : R? — R é homogénea
de grau k (“h.d.g.k”) quando ela obedece isto,

e [By] sdo as mesmas de antes.

V(z,y) € RZVA € R. [Cy]

e vou dizer que uma funcdo g : R> — R é ho-
mogénea de grau k (“h.d.g.k em (0, yo)”) quando
ela obedece isto:

V(Az, Ay) € R2VA € R. [Dy]

Por exemplo, se g : R? = R ¢ h.d.g.2 em (10,20)
entdo ela obedece isto...

g(104+5-3,20+5 - 4)
=5%g(10 + 3,20 + 4)

Vocé consegue ver quem sdo A\, Az e Ay neste
caso?

Exercicio
a) Digamos que g : R? — R é h.d.g.2 em (10,20) e
que g(10 + 3,20 + 4) = 6. Descubra os valores de

g(10+X-3,20+ X - 4)

para A € {—3,—-2,-1,0,1,2,3}.

b) Faga a mesma coisa que no item anterior, mas
supondo que g : R? — R é h.d.g.1 em (10, 20) ao
invés de h.d.g.2 em (10, 20).

¢) Idem, mas agora supondo que a g é h.d.g.0 em

(10, 20).
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Exercicio 1

Na figura da direita cada numerozinho

representa alguma coisa que sabemos

sobre uma certa funcio g : R — R ho- 2
mogénea de grau 1 e cada ‘7’ representa

alguma coisa que queremos saber sobre

ela; por exemplo, o 5 na posicao (2,1)

quer dizer que sabemos que g(2,1) =5

e 0 ‘7 na posicao (4,2) quer dizer que

vocé vai ter que descobrir o valor de

g(4,2) e escrever esse valor sobre a in- 79
terrogacao.

Complete a figura & direita escrevendo
os valores certos sobre as interrogagoes. 2 2
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Exercicio 2

Na figura da direita cada numerozinho

representa alguma coisa que sabemos

sobre uma certa funcio g : R? — R 2
homogénea de grau em

note que isto é bem diferente do exer-

cicio anterior! — e cada ‘7’ representa

alguma coisa que queremos saber so-

bre ela; por exemplo, o 5 na posigao

(34 2,2 + 1) quer dizer que sabemos

que g(3+2,2+1) =5 e o ‘7’ na posi¢ao 77
(3+4,3+2) quer dizer que vocé vai ter
que descobrir o valor de g(3+4,3+2) e
escrever esse valor sobre a interrogacao. o )

Complete a figura a direita escrevendo
os valores certos sobre as interrogagoes.
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Polinémios homogéneos

Normalmente a gente comega a ouvir falar de fun¢ées homogéneas por polindémios
homogéneos, que sdo polindmios que todos os mondmios deles tém o mesmo grau...
por exemplo,

223" + 5aty® — 627
é um polindmio em duas varidveis, x e y, que é homogéneo de grau 7, porque z3y*,
2*y®, e 27 sdo monomios de grau 7. Qualquer polindmio em duas varidveis pode ser
decomposto em polindémios homogéneos; por exemplo:

F(z,y) = a + parte homogénea de grau 0
+ br+cy <+ parte homogénea de grau 1
+ da® +exy + fy? < parte homogénea de grau 2
+ g2 + hay? + jx’y + ky® < parte homogénea de grau 3
+ ..

Repare que fica implicito que a,b, ..., k, ... sdo constantes.

Veja estas paginas da Wikipedia:
https://en.wikipedia.org/wiki/Homogeneous_polynomial
https://en.wikipedia.org/wiki/Homogeneous_function

Nas figuras da préxima pagina a coluna da esquerda mostra varios polinénomios
h.d.g.2
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(%i1) /* f:R->R, homogeneous of degree k */
f(x) := a * x7k;

(o)
f(z):=az*

(%i2) £(x0);

(%ho2)

azh

(%i3) f(m*x0);

(%03)

a(m .l?(])k

(%i4) o : f(m*x0) = m"k * £(x0);
(%hod) L

a (mao)t = amhak

(%i5) 02 : radcan(o);

(%05)

amh .7'6 =am* ;r[k)
(%i6) is(o); /* false because "is" is dumb */
(%06)

false
(hi7) is(02);  /* true */
Cho?)

true

(%18)
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(%i8)
(%i8)
(%08)

(%19)
(%09)

(%i10)
(%010)

(%it1)
(hot1)

(%i12)
(%ho12)

(%113)
(%o13)

(%i14)
(ho14)

(%i15)

/* £:R->R, homogeneous of degree 2 */
£ x, y) = akx™2 + bxxky + c*y"2;

f(z,y)i=az® +bry+cy?
£( x0, yo0);
m/é +baoyo +a a:g
£ (m*x0,m*y0) ;
em? ;u,ﬁ +b m? TolYo +a m? 15
o : f(mkx0,mky0) = m™2 * £(x0,y0);
em?ys +bm? zoyo + am® zj = m? ((; Yo + bxoyo + (I.Té)
02 : radcan(o);
em?yd +bmPaoyo +am?ad = em’yd +bmPaoyo + am?ad
is(o); /* false because "is" is dumb */
false
is(02);  /* true */

true
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(%i15)  /* f:R->R, homogeneous of degree 3 */

axx”3 + bkx"2xy + ckxky~2 + dky~3;

f(xy) i=aa® +bay+cay® +dy?

(%i15) fC x, y) =
(%o15)

(%i16) £( x0, yo0);
(%o16)

(%i17) £ (m*x0,m*y0) ;
(%hol7)

dys +cxoys +badyo +axy

dm? _'z/g +em’ag yg +bm? Ié yo +am? Ié

(%i18) o : f(m*x0,m*y0) = m~3 * £(x0,y0);

(ho18)

dm?ys + em® o yg +bm® afyo + am® ) = m® (dy + caoyf + bagyo + axf)

(%i19) 02 : radcan(o);
(%019)

dm®ys + em®zoy2 + bm?

wdyo +am®zy =dm®ys +emPaoyd +bm’ xlyo + am’ z)

(%i20) is(o); /* false because "is" is dumb */

(%020)

(%i21) is(o2);  /* true */
(%ho21)

(%hi22)

false

true
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Exercicio 5.

Relembre o que era o “estudo do sinal de uma funcao”

que vocé deve ter visto em Célculo 1, e faca um diagramas
indicando em que intervalos cada uma das fungoes abaixo
¢é positiva, negativa, ou zero.

Dica: veja este video, sobre diagramas de sinais em R?:

http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C3-funcoes-quadraticas-2.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=noVh-RsK5Jo
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Exercicio 6.

Agora adapte essa idéia do diagrama do sinal para R?,

no quadrado com = € [xg — 1,29 + 1] e y € [yo — 1,40 + 1],

e faga o diagrama do sinal para cada uma das func¢oes abaixo.

Dica: veja este video, sobre diagramas de sinais em R?:

http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C3-funcoes-quadraticas-2.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=noVh-RsK5Jo

a) A;E i) (Az 4+ Ay)(Az — Ay)
b) A j) (Az + Ay)Ax

c) A k) —(Az + Ay)?

d) AmAy

e) Az + Ay

f) Az — Ay
&) (Aw+ Ay)?

h) (Az — Ay)?
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Exercicio 7.
A partir de agora vamos considerar que:

r = z(t)
= z(t)
= a:0+oz-(t1—t0)
= x9+ aAt

y = y(t)
= y(t)
= Yo+ B-(t1 —to)
= yo + BAt

Onde ty = 5; xg e Yo continuam os mesmos de antes,
e a e [ sao constantes cujos valores podem depender
do contexto.
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Exercicio 7 (cont.)
A trajetoria (z(t),y(t)) é sempre um movimento
retilineo uniforme pra quaisquer valores de « e 3.

a) Calcule (x, y, .

Cada escolha de valores para « e 8 da uma trajetéria
diferente. Nos itens abaixo vocé vai visualizar algumas
dessas trajetorias e vai desenhé-las no papel — desta
forma aqui: vocé vai marcar no plano os pontos

(x(to + At), y(to + At)) para At = —1,0, 1, vai escrever
“At=—1", “At =07 e “At = 17 do lado dos pontos
correspondentes a esses valores de At, e ao lado de
cada desenho vocé vai escrever os valores de a e f3.

b) Desenhe a trajetéria associada a a =1, 5 = 0.
c) Desenhe a trajetéria associada a o =0, 5 = 1.
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Exercicio 7 (cont.)

...e além disso vocé vai escrever algo como “Leste” (ou “E”),
“Noroeste” (ou “NW?”) do lado de cada um dos seus desenhos
de trajetérias pra indicar em que dire¢ao o ponto (z,y) esta
andando. Use a convencao que costuma ser usada em mapas,
matematica e videogames, em que o Leste é pra direita e o
Norte é pra cima:

N
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Exercicio 7 (cont.)

d) Desenhe a trajetoria associada a « =0, f = —1
e diga o nome da direcao dela.

e) Desenhe a trajetoria associada a a = —1, § = 1.
e diga o nome da direcao dela.

f) Quais sdo os valores mais simples de a e § —
onde “simples” quer dizer “0, 1 ou —1”7 — que fazem
a trajetoria ir pro nordeste? E pro sudoeste?

Nos proximos exercicios eu vou me referir a essas
trajetorias em que « e 8 sao numeros “simples”
pelos nomes das direcoes delas.
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O significado geométrico de z
Nos sabemos calcular z, z; e zy a partir de ¢,
e sabemos calcular z, z; e z;; em .

Com um pouquinho de esfor¢o vocé deve ser

capaz de visualizar o que acontece perto de ...
o valor da primeira derivada, (2;)(¢p), diz o seguinte:

z aumenta quando t aumenta (“crescente”) <= (z)(tp) >0
z “fica horizontal” quando t aumenta < (z)(to) =0
z diminui quando ¢ aumenta (“decrescente”) <= (z)(to) <0

Veja o video!!!

http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C3-funcoes-quadraticas-3.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=VwowESBEM3Y
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O significado geométrico de z

Nos casos em que z “fica horizontal” nés vamos usar
a segunda derivada, (z4) (o), pra ver se o gréafico de
z(t) “parece uma parabola” ao redor de tg, e se essa
parabola tem concavidade pra cima ou pra baixo:

concavidade pra cima <= (z)(ty) > 0
“parece horizontal” < (2u)(t) =0
concavidade pra baixo <= (zy4)(to) <0

Eu usei muitos termos informais de propdsito.
No proximo exercicio vocé vai tentar descobrir
sem fazer contas qual é o comportamento da z
em torno de ty, e no outro exercicio vocé vai
fazer as contas e vai ver se o seu olhometro
funcionou direito.
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Exercicio 8.

Em cada um dos desenhos dos proximos slides diga
o que acontece quando a trajetoria (z(t),y(t)) anda
em uma das oito dire¢oes simples, que sao:

norte, nordeste, leste, sudeste,
sul, sudoeste, oeste, noroeste.

Use estas categorias na suas respostas:

z cresce
z decresce

z faz uma pardbola com concavidade pra cima
z faz uma parabola com concavidade pra baixo
z ¢ “muito horizontal”
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(%i1) [[r1,r2], k, [zneg,zpos]] :
(%ho1)
[[-2,-1],10,[~5,10]

(4i2) [xmin,ymin,xmax,ymax] :
(%o2)
[~5,~5,5,5]

(%i3)
£k (x-
(%o3)

1) *x (x - 12);
10 (z+1) (z+2)

(%i4) F :
(%od)

kox (x - yerl) * (x - yrr2);
10 (y +2) (2y +2)

(4i5) £ :
(%o8)

expand (f) ;
1027 + 307 + 20

(%i6) F :
(%06)

expand (F) ;
20y +30zy + 1027

(%i7) define(f(x), 1£);

[[-2,-11, 10, [-5,1011;

[-5,-5, 5,5];

(%i11) drawlevels()

[myimp1(F=zpos, lc(red),

nyimpi(
nyinpi
(%i12) drawroots() :
(%i13) drawunitcircle()

1k(z=2pos))
1c(orange), 1k(:
eg, lc(blue),

1k(z=zneg))]$
pts([[r1,1], [r2,1]], pc(forest_green), pk("r1,r2"), myps(3))$
:= mypara([cos(th),sin(th)], th,0,2+pi, lc(gray))$

(%i14) myqdrawp(xyrange(), drawlevels(), drawroots(), drawunitcircle());

(%o14)

1027

(%oT)
f(z) =102 + 30z +20
(%i8) define(F(x,y), F);
(%o8)
F(z,y) :=20y* +30xy

(%i9)

solve(f(x)=0, x);
(%o9)

(%i10) [r1,r2];
(%010)

zE=10

NN
= 1
N U1 O

o
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(%i15)
(%i16)
(%016)

%i17)
(%ol7)

(%118)

(%o18)

myexth(fth, [opts]) := (%119)
myapply_f1('exl, fth, th,0,2x/pi, opts)$ (%019)
F;
20y +30xy + 1022 (%i20)
(%020)
z1 : subst([y=cos(th), x=sin(th)], F);
10 (sin th)® 4 30 cos th sin th + 20 (cos th)* (%i21)
(%o21)
block(
[xmin,xmax,ymin, ymax] ,
[xmin,xmax,ymin,ymax] : [0,2*%pi, -40,40], (%i22)
myqdrawp (xyrange0 (), myexth(z1)) (%o22)
(%123)
40 (1023)
30
20 (%124)
10
(%h024)
0
-10
(%i25)
220 F (%4025)
-30
.40 I I I I I I

F_x : diff(F,x);

30y +20x

F_y : diff(F,y);

10y + 302

F_xx : diff(F,x,2);

F_xy : diff(F,x,1,y,1);

F_yy : diff(F,y,2);

M : matrix([F_xx, F_xy],
[F_xy, F_yyl)

20

10

20
30

—100

determinant (M) ;
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(%126)
hi27)
(ho27)

(%i28)
(%o28)

(%129)

(%029)

(%130)
(%030)

(%131)
(%o31)

(%i32)
(%032)

(%133)

(%033)

(%i34)
(%034)

(%135)
(%035)

[vals,vectors]
[lambda1l,lambda2]

: eigenvectors(M)$
: vals[1];

[:m— 107,107 asn]

[vi,v2] : [vectors[1][1], vectors[2][1]];
Al el
|:|:L - <V107 l)} ' {l M
3 3
fpprintprec;

fpprintprec : 3;

float ([lambdal,vil);
—1.62,[1.0,-0.721]]
float([lambda2,v2]) ;

[61.6. 1.0, 1.39]]

lambdal * lambda2;
(‘m 10) (10% +30)
expand(lambdal * lambda2);
~100

(M, determinant(];

20 30
Ksr) 4n) ’“'“}

(%i36) myvector (v, [opts])
(%i37) draweigenvectors()
[myvector (v1, lc(gray)),
myvector(v2, lec(gray))]$

(%138)
myqdrawp (xyrange(), drawlevels(), drawroots(),
drawunitcircle(), draweigenvectors());

(%o38)

= myapply_f1('vector, [0,0], v, h1(0.2), opts)$
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Calculo 3 - 2024.2

P1 (primeira prova)
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Questao 1

(Total: 3.5 pts)

O diagrama de numerozinhos da ultima folha da
prova corresponde a uma superficie z = F(z,y)
que tem 6 faces. Também é possivel interpreta-
lo como uma superficie com 7 ou mais faces, mas
vamos considerar que a superficie com s6 6 faces é
que é a correta.

a) (0.5 pts) Mostre como dividir o plano em
6 poligonos que sao as projecoes destas faces no
plano do papel.

b) (0.5 pts) Chame estas faces de face N
(“norte”), S (“sul”), W (“oeste”), C (“centro”), E
(“leste”) e NE (“nordeste”), e chame as equagoes
dos planos delas de Fy(z,y), Fs(z,v), Fw(z,y),
Fo(z,y), Fe(z,y), e Fyp(z,y). D@ as equagoes
destes planos.

¢) (0.5 pts) Sejam:
Pe = {(x,y,2) €eR®| 2= Fe(x,y) },
}

Pr = {(z,y.2) €ER*| 2= Fp(z,y)
r = PcNPg.

)

Represente a reta r graficamente como numeroz-
inhos.

d) (0.5 pts) Dé uma parametrizagdo para a reta
do item anterior. Use notagao de conjuntos.

e) (0.5 pts) Seja
A= {0,1,...,9} x {0,1,...,11};

note que os numerozinhos do diagrama de nu-
merozinhos estdo todos sobre pontos de A. Para
cada ponto (x,y) € A represente graficamente
(z,y) + %ﬁF(:&y).

Obs: quando VF(z,y) = 0 desenhe uma bolinha
preta sobre o ponto (z,y), e quando ﬁF(w, y) nao
existir faga um ‘x’ sobre o numerozinho que esta
no ponto (z,y).

f) (1.0 pts) Sejam
Q) = (0.2)+4(L1),

(x(t),y(t)) = Q)
h(t) F(a(t), y(1))-

Considere que o

Faga o grafico da funcdo h(t).
dominio dela é o intervalo [0, 9)].
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Algumas defini¢oes

Em Caélculo 1 e Célculo 2 vocé viu que se f(z) é uma fungdo de R em R entdo a aproxi-
magao de Taylor de ordem 2 pra f(z) no ponto xg é:

(T f)(x) = f(a0)
+ j(xg)Aac
+ L IU)AZ‘

A “versdo Célculo 3” disto é a férmula abaixo. Se F(z,y) é uma funcio de R? em R entdo
a aproximagao de Taylor de ordem 2 pra F(z,y) no ponto (zo,yo) ¢

(T3, wo.00) F) (@) F(x0,0)
Fy(20,90) Az + Fy (20, y0) Ay

Fu(;o,yn)sz + Fuy (0, yo) AzAy + Fw(zu-yo)Ay2

+ +

e a gente diz que as derivadas até ordem 2 da fungdo F sdo as fungdes
(F, Fy, Fy, Fyy, Fyy, Fyy). Eu costumo organizar elas numa matriz:

F
D.F=|F F
Fow Froy Fyy
F(z0,%0)

(DzF)(CUnsyo): Fz(:vo,yo) Fy(l“myu)
Fm@m'yn) Fzy(Z()-yn) Fyy(l‘o-,yl))
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Questao 2

(Total: 6.5 pts)

Sejam
Flz,y) = xy(6 -2z —y),
P = (07 6)7
P = (172)s
Py = (370)s
P, = (0,0).

a) (0.5 pts) Calcule DoF.

b) (0.5 pts) Calcule Dy F nos pontos Py, Py, Ps,
e Py.

c) (1.0 pts) Calcule Ty (4, ) F nos pontos Py, P,
P3, e Py.

d) (0.5 pts) Os pontos Pi, P, P3 e Py sdo pontos
criticos da fungdo F? Quais deles sdo méaximos lo-
cais? Quais sdo minimos locais? Quais sdo pontos

Furz Fuy

de sela? Use o gradiente e o determinante
Fye Fyy

pra descobrir tudo isso.

Lembre que P, = (1,2).

Seja G(z,y) = (Th,a0F)(@,y)-
Seja B = {0, ...,3} x {0, ..., 6}
eC={(z,y)eB|ly<6-—2z}.

e) (0.5 pts) Calcule o diagrama de numerozinhos
da funcao F' nos pontos de C'.

f) (1.0 pts) Calcule o diagrama de numerozinhos
da funcdo G nos pontos de C.

g) (2.5 pts) Use o diagrama de numerozinhos da
F que vocé calculou no item (e) e os gradientes da
F nos pontos de C' — que vocé ainda nao calculou,
e vai ter que calcular agora — pra fazer um desenho
bem caprichado das curvas de nivel da F' dentro do
tridngulo cujos vértices sdo os pontos Py, P3 e Pj.
Vocé vai precisar reduzir a escala dos vetores gra-
dientes pra que eles ndo esbarrem uns nos outros —
desenhe F(z,y) + 35V F(z,y) para cada ponto de
C.
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Questao 1: gabarito (1a)

NODOODODOOO
DIOFANDOOODOOO
DIOFANDOODODOOO

OOV FON OO

53
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Questao 1: gabarito (1a, 1b)

(%i1) mkmatrix5(x,xs,y,ys,expr) ::= (%i11) mkmatrix5(x,seq(0,9), y,seqby(11,0,-1), [x,y1);
buildq([x,xs,y,ys,expr], (%o11)
apply('matrix, 0,11 [1,11) [2.11 [3,11] [.11] [5,11] [6.11] [7,11] [8.
makelist (makelist (expr,x,xs),y,ys)))$ [0,10] [1,10] [2,10] [3,10] [4,10] [5,10] [6,10] [7,10] [8,
(%i2) /* (1a: 0.5 pts) */ (0.9 (1,9 (2,9 (3,9 [4.9 [59 [6,9 [7.9 [8
/% (1b: 0.5 pts) */ (0.8 [1.8] [28 [3.8 [4,8 [5.8 [68] I
Z N : 68 0.7 L7 27 [B.7 47 [6.7 (67 8.
(%i3) z_S : 0% [0.6] [1,6] [2,6] [3.6] [4,6] [5.6] [6,6] (8,6
id) z W iy - 1; (0.5 [15] (25 [3.5] [4,5] [5,5 [6,5] [8,f
(%od) 0.4 [L4] 24 [3.4] [44 [5.4] [6,4] 8.
y—1 0.3 [13] 23] [3.3 [43] [53 [6,3 8.
0.2 L2 22 [3.2 42 [.2 62 8.
(%i5) zC :y-x+1; 0.1 L1 21 3.1 41 51 [6,1] 8.
(%05) [0.0] [1.0] [20] [3.0] [4,0] [5,0 [6,0] 8.
y—r+1 (%112) mkmatrix5(x,seq(0,8), y,seqby(11,0,-1), ''z);
(%o12)
(%i6) z_E : -12 + 2y; 666666GGG6 6
(%o8) 666666GG6 6
2y —12 666665555
6666054444
(i7) z_NE : -4 + y; 666543222
(hoT) 555432100
y—4 144321000
333210000
(%18) z_ MR : min(z_E, z_NE); /* middle right */ 222100000
(%o8) 111000000
min (y — 4,2y — 12) 000000000
000000000

(%i9) z M : min(z_W, max(z_C, z MR)); /* middle */

(%09) (%i13) /*

plot3d (z, [x,0,8], [y,0,11]);

min (max (min (y — 4,2y —12) .,y —z+ 1),y — 1) "

(410) z  : min(z_N, max(z_S, z_M)$
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Questao 1: gabarito

(%i13) /* (1c: 0.5 pts) */
[zr_=z C, zr_=z E];

(%o13)

o =y—a+la =2y—12
(%i14) solve([zr_=z_C, zr_=z_El, [y,zr_1);
(%o14)

lly =13 —a,2r_ = 14 — 24])

(%i15) eqc :
(%o15)

solve([zr_=z_C, zr_=z E], [y,zr_1)[1];
[y=13—a,r =14-22

(%i16) define(yr_(x), subst(eqc, y));
(%o16)
yr_(z) =13 -2

(%i17) define(zr_(x), subst(eqc, zr ));
(%ho17)
w (2):=14-2z

(%118) xyzr(x)
(%o18)

=[x, yr_(0, zr_(01;
xyzr (2) = [o,yr_(2), 20 (x)]

(%119) xyzr_top
(%019)

: rhs(fundef (xyzr));

[eyr (@), 2 (2)]

(%020)

(1c, 1d)

(%i20) xyzr_lines :

makelist (xyzr(x), x,2,9);

[2,11,10],[3,10,8],[4,9,6] , [5,8.4],[6.7,2] ,[7,6,0

2],19,4, 4]

(%i21) apply('matrix, append([xyzr_top], xyzr_lines));

(%ho21)

(%i22)

(%ho22)

v oyr_(x) = (x)
2 11 10
310 B

4 9 6

5 08 4

6 7 2
76 0

s 5 -2

9 4 —4

/* (1d: 0.5 pts) */
[x, yr_(x), zr_(x)1;

[,13 — 2,14 — 22
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Questao 1: gabarito (le, 1f)

(%123)

(%o23)
2 (xy)

(%i24)
(%h024)

(%125)
(%025)

(%126)
(%026)

(4i27)
(%027)

(%4128)
(%028)

(%129)

(z_yu(x,y) = z_yd(x,y))
then [z_xr(x,y), z_yu(x,y)]
else "X'$

(%130) mkmatrix5(x,seq(0,8), y,seqby(11,0,-1), gradz(x,y));

(%030)

0,0] [0,0]
0,0] [0.0]
0,0] [0.0]

S A A A A

(%4131)

[0,0]
X
0,1
X
[0,2]
X
[0,0]
[0,0]

|

| |

X 0] [0.0]
0.0 0.0 0.0 [0.0
] |

] |

0.0 [0,0] [0.0] [0,0] [0,0
[0.0] [0,0] [0.0] [0,0] [0,0

/% (1£: 1.0 pts) */
[xmin,xmax, ymin,ymax] : [0,9, 0,7];

(%o31)

(%132) Q(t) := [0,2] +
(%032)

0,9,0,7]
t* (1,115

Q) =102+ 1,1

(%i33) define(xQ(t), Q(t)[11);

(%033)

/* (le: 0.5 pts) */
detine(z(x,y), 2);
:= min (6, max (0, min (max (min (y — 4,2y — 12) .y —z + 1),y — 1))
eps : 1/4;
z_xr (x,y) := (z(x+eps,y)-z(x,y))/ eps;
. (2 +eps,y) — 2 (x,y)
7 xr(ay) = =
z_x1l (x,y) := (z(x-eps,y)-z(x,y))/-eps;
BT z(z—eps,y) — 2 (z,y)
—eps
z_yu (x,y) := (z(x,y+eps)-z(x,y))/ eps;
2 yu(a,y) =
z_yd (x,y) := (z(x,y-eps)-z(x,y))/-eps;
z_yd(z,y)
gradz(x,y) := if (z_xr(x,y) = z_x1(x,y)) and

xQ(t) ==

(%i34) define(yQ(t), Q(t)[2D);

(%034)

(%135)
(%035)

2024-2-C3-P1 2025janl8 05:53

yQt) :=t+2
[x=xQ(t), x=yQ(t)];

[r=ta=t+2]

0,0]
X
[0,1]
X

0,2)
X

0]
0,0]
[0,0]
0,0]
0,0]
0,0]
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Questao 1: gabarito (1f)

(%i36) define(h(t), at(z, [x=xQ(t),y=yQ(t)1));
(%036)
I (t) := min (6, max (0, min (max (3, min (¢t — 2,2 (¢ + 2) — 12)) , + 1)))

(%137) myqdrawp(xyrange(), myex1(h(x), lc(red)));
(%037)

orNWSs GO N

(%138)
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Questao 2: gabarito

i1
(hi2)
(%i3)
(hid)

(%is)
(%16)

A7)

(%i8)

(%i9)

(%110) D2at (x0y0,F)

gradef (@ (x,y), Wx (oy), Wy (x,y)$
gradef (4_x(x,y), Wxx(x,y), W_xy(x,y)$
gradet (_y(x,y), Wxy(x,y), W_yy(x,y)$
dd(F) = [F,

Aiff(F,0),  diff(F,y),

4iff(F,x,2), diff(F,x,1,y,1), diff(F,y,2)]$

[2,b+Dx, c*Dy , d*Dx"2/2, e#Dx+Dy , £+Dy~2/2])$

aa(0,x0y0) at(o, [x=x0y0[1], y=x0y0[2]1)$
mn (abedet) block([a,b,c,d,e,f],
[a,b,c,d,e,f] :abedet,
ss(abcdef) := block([a,b,c,d,e,f],
[a,b,c,d,e,f] :abcdef,
arbrcrdrerf)§
toM(abedef) := block([a,b,c,d,e,f],
[a,b,c,d,e,f] :abedef,
matrix([a,"",""], [b,
D2 (F) := toM(dd(F))$

oM (aa(dd(F) ,x0y0))$

(%i11) T2M (x0y0,F) := toM(mm(aa(dd(F),x0y0)))$

(4112) T2 (x0y0,F)

(%i13)

(to13)
W

ss(un(aa(dd(F),x0y0)))$

/% Mguns testes: =/
dd(W(x,y));

Y)W (2,y) Wy () W (2, 5) , W_xy (2,9) W

(114) oM (AW (x,y));

(o14)

W (2.)
Wox(r.y) W_y(ny)
Woxx(r,y) W_xy(r.y) W_yy(e.y)

%115) to([1,2,3,4,5,61);

(%o15)

()

%116) 2a(dd(i(x,y)), (3,4D);

(%o16)
W

3.4). W_x(3,4). W_y (3,4), W_xx(3.4), W_xy(3.4), W

, [d,e,£1))8
¥y (z.9)]
¥y (3.4)]

(4i17)  toM(aa(dd(W(x,y)),[3,41));

(o17)

(%i18) mm(aa(dd(Wx,y)), [3,41));

(o18)
W (3,4),W_x(3,4) Dx.

W (3,4)
Wox(;
po

2
Wy (3,4) Dy, W23 D

(4119) toM(mm(aa(dd(W(x,y)), [3,41)));

(019)

W (3,4)
W x(3,4)Dx  W_y(3.4) Dy

WD Yy (3.4) Dx Dy

(4120)  ss(mm(aa(dd(W(x,y)), [3,41)));

(%020) X
W vy (3,4) Dy*
R

hi21)

Wx,y));

(lo21)

(%i22) D2at([3,4],W(x,y));
(4022)

(%i23) T2M ([3,4],W(x,y));
(4023)

W_xy (3.4) DxDy + W _y (3,4) Dy +

W

W (z.y)
W x(z.y) W_y(ny)
Woxx

ry) Woxy(ry) W

W_y(3.4)
Woxy(3.4) W

W (3,4)
W_x(3.4) Dx  W_y(3.4) Dy

(hi24) T2 ([3,4],W(x,y));
(o24)
W_yy(3,4) Dy*
W @4 Dy

WoBABE W xy(3.4) DxDy

W xy (3,4) DxDy + Wy (3.4) Dy +

2024-2-C3-P1 2025janl8 05:53

xx(3,4) Dx*
2

W xy (3.4) DxDy. %

W4

+W_x(3,4) Dx+ W (3,4)

vy (o, ,/y)
W 1))

W

3,4) Dx?
2D W x(3,4) Dx 4 W (3,4)
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Questao 2: gabarito (2a, 2b, 2c)

Fosoye(6 - 2 - y); 438 /o (2c: 1.0 ps)
TH2([x0,y01 WG 1)) 5
r(y=2046)y (%o38)

M2 (0,30, W (2, 4)
(1426) F - expand(F);
(o26) (4439) [P1, DIFPL, TM(PLE), T2(PLP];

(r0?) ~ 265y 46y o

0 0
Gs2m) P1: (0,618 we.{o o 0 0 — (6DxDy) - 12D
G28) P2 ¢ (1,208 2 —6 0) \-(12D}) —(6DxDy) 0,
G29) P3¢ (3,008 CL40) [P2, D2FP2, THN(P2,E), T2(P2,P);
1330) P4 : (0,00 (lod0)

(4Dx?) = (2DxDy) L

sofio )6 o) - oDay

(142) [P, D2FPA, TM(PA,E), T2(P4,P)];
(4433) D2F : D2(F) (ho42)

0 0
(t033) 3 0.0, {0 0 00 DDy
(*‘ v ] ) 06 0) \o spxpy 0,
—f eyt 6y 20t 46 :
—~ (2a),

- 1+6

(lo31)

Gist) 1+ aa 0.8 g o/ , ’
P I ( o by 2Dy 4D 11

222y +6y

~(y) (
334) /% (2b: 0.5 pra) </
[P1, DIF, DIFPL:D2at(P1,P)];

(2y?) =247y + 6y 0
0.6 v Ay +6y (20y) - 247 462 00
() @) -4r+6 - (22) 2 -6 0,

(4335) [P2, D2F, D2FP2:D2t(P2,P)];
(lo3s)

()~ 207y £ Gy
—drytoy

~(4y)

(4436) [P3, DOF, D2FP3:D2at(P3,P)];

(o36)

san)
(lo3T) )
247y +6ry
try+6y
(1y

)
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Questao 2: gabarito (2d)

(1183)

(1sa4)
(sas)
(isa)
Cisar)
(isa8)
Cliots)

1349)
(loa9)

(1150)
50)

uss1)
Clo51)

1352,

)
Clos2)

(i153)
(los3)

(uss4)
54)

uss)
Closs)

1a56)
(lo56)

5T
(losT)

/4 (2a: 0.5 pus) +f
Erad(F) v [UE(F,0) 411 F 1S
) := hossian(F, [x,y])$
doti(F) :» deterninant (H(E)$
CritL(E) 1= [F, grad(F), H(E), dot(®)]$
Crit(F) = matrix([F, grad®), (),
eritey);

dotH(E)))$

W () W _x(2.9) Wy (x.0)]
Woxx(ey) Wy (2.0) | )

(29 %)

aalerit(®), PL;
aalerit(®), P2);
aalerit(®), P3);
aalerit(e), Pa);

/+ definicao da funcao G +/
2

1.2
202,8);

Dy? - 2DxDy ~ 4D +4
c. T202,6);

2DxDy — 4Dx* 414

202,

6

6 expand();

2024-2-C3-P1 2025janl8 (

Cis8)

C159)
(%160)

st

62
(to62)

163)
(to83)

/+ dofinicao dos conjuntos B o C o/

inC_(ry) ey <= 6 - 20
1807 (x,3,0) := 1f 10C_(x,y) then o else "'§
nunsB(expr) :=

apply (natrix,

nakelist (akelist (ev (expr), %,0,3),
¥, seqby(6,0,-1))8

nunsClexpr) :=
apply(matrix,

makelist (nakelist (inC(x,y,ev(expr)), %,0,3),

¥, seaby(6,0,-D))$

mumsB(Cx,y))3

nunsC(Lx,y1);

)

2.6 [3.6]
2,5 [3.3]
2.4 [3.4]
2,3 [3.3]
2.2 [3.2
21 [3.1]
2] [3.0]
2.1

2.0, [3.0]

3

14


http://anggtwu.net/2024.2-C3.html

Questao 2:

(%164) / (2e: 0.5 pts) */

F.
(%o64)
(%165) [numsC(  x *y),
numsC( x"2+y),
mmsC( x #y2)];
25}
0
0
0 4
03
024
012
0000,
(1366) [numsC( 6+x +y),
numsC(-2+x"2+y) ,
numsC( -x *y"2),
numsC(F)] ;
(%066
0 0
0 0
0 24 0 -8
018 0 -6
012 2 0 1
0 6 12 0 -2

00 00 \oo

(ay?

gabarito (2e, 2f)

(W67 /* (2f: 1.0 pts) */
[
(ho67)
)~ 227y + 6y
4168) G_;
(o68)
0 (4169 Dx : x-18
0 i70) Dy : y-2§
4 016 (%i71) [oumsC(Dx"2) ,
3 09 nunsC(DxeDy) ,
28 048 nunsC(Dy"2)];
14 012 Cho71)
000, 00 00 1
1
10
1o
101
101
o 0 101
0 0 (4i72) [oumsC(4),
0 -16 00 nunsC(-4+Dx"2)
0 -9 03 nunsC(-2+Dx*Dy) ,
0 -1 -8 040 numsC( -Dy"2)];
0 -1 032 ho72)
o/ \o o 0 0/ \ooon 1 1
4 -4
1 -1
44 -4
144 -1
144 -
4444) \
(%i73) numsC(G);
(o73)

2024-2-C3-P1 2
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Dy?

2Dx Dy

0

4D 44

0

0
0
0

E-1)(y-2)-(y-2"-4(z

—1)P 44

1
00
1
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Questao 2: gabarito (2g)

(%i74)

(%o74)

(%i78)
(%o75)

%i76)
(%o76)

ATy

(%o77)

/x (2g: 2.5 pts) */
grad(F);

[~4* =4y + 6y, (2zy) - 24° + 6]

Fx : diff(F,x);
—yf —day+6y
akxsy + xy - y2;
—t—day+6y
[numsC(-4#xxy) ,
numsC(6%y) ,

numsC(-y"2),
numsC(Fx)];

0 36 36 0
0 30 2 5
0 -16 24 21 16 -16 8
0 -12 18 18 9 -9 9
0 -8 16 12 12 12 4 -4 8
0 -4 -8 6 6 6 -1 -1 -1 5
o 0 o o/ \o o oo o o o o) \o

2024-2-C3-P1 2

0

0

s
-3

0,

(4178)
(%4078)

%179)
(%079)

(%180)

(%4080)

(181)

(081)

Fy : diff(F,y);

“Dexey + Gex - 20x°2;

[numsC(-2%xxy) ,

nunsC(Fy)];

0 -8
0 -6

0 -4 -8
0 -2 —4
00 00

numsC(grad (F)) ;

0
0
0
0
0
(

5janl8 05:53

(20y) - 24° + 62

—(2ry) - 22" + 62

0
0

6 0

6 0

6 12 0 -8

6 12 0 8

612 18) \o 8

0,0
5.0

8.0] [-8,—1

9.0 [-3

8.0 (0.0 [-8

5.0 (12 [-3.0)

0.0 0.4 0.4 [0.0

16
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Questao 2: curvas de nivel da F e da G

71—
52= 3.85
4 %
3

2

1

0

2024-2-C3-P1 2025janl8 05:53
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Questao 2: gradientes e curvas de nivel da F

6

51 —

4+ —

3L —»

2 '—*/
1 =«

0 ket
1 TR R R

2024-2-C3-P1 2025janl8 05:53
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Calculo 3 - 2024.2
Aulas 24 a 26: abertos e fechados em R?

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://anggtwu.net/2024.2-C3.html
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Links

3hT150 (2023.2) Versdo anterior destes slides

Bortdpl (p.121) 4 Continuidade, nogdes de topologia e o teorema de Weierstrass
Bort4dpl (p.121) 4.1 Porque fungdes continuas siao importantes?

Bort4p9 (p.129) 4.3 O teorema de Weierstrass no caso com n varidveis

Bort4p19 (p.139) Distancia euclidiana

Bort4p22 (p.142) defini¢do de bola aberta

Bort4p28 (p.148) defini¢do de conjunto aberto
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http://anggtwu.net/LATEX/2023-2-C3-Tudo.pdf#page=150
http://anggtwu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-4.pdf#page=1
http://anggtwu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-4.pdf#page=1
http://anggtwu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-4.pdf#page=9
http://anggtwu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-4.pdf#page=19
http://anggtwu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-4.pdf#page=22
http://anggtwu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-4.pdf#page=28
http://anggtwu.net/2024.2-C3.html

Introducao

Dé uma olhada no capitulo 4 do Bortolossi...

Comece pela secao 4.1, “Por que fungoes continuas sdo importantes”,
depois leia a secao 4.3, sobre o Teorema de Weirstrass em n variaveis,
e relembre a definicao de distancia euclidiana na p.139.

Nos vamos comecar entendendo as definicoes das paginas 142
até 148, e vamos reescrevé-las de um jeito bem mais curto.

Nos vamos ver como fazer hipéteses sobre os exercicios
dos préximos dois slides, como testar essas hipoteses,
e como descartar as hipoteses erradas.

2024-2-C3-topologia 2024decll 16:55


http://anggtwu.net/2024.2-C3.html

Nove subconjuntos de R?
(Compare com a p.130 do Bortolossi...)

Sejam:
C, = {(r,y) eR?*|2<y <3},
Cy = {(z,y) eR?*|2<y<3 e l1<z<4}
Cs = {(z,y) € R?|d((z,y),(1,2)) <2},
Ci = {(z,y) e R?[1 < d((z,9),(1,2)) <2},
Cs = {(x,y) e R?|d((z,y),(1,2)) <2 e 1<z},
Co = {(z,y) eR?|y>u},
Cr = Cg = Cy =

2024-2-C3-topologia 2024decll 16:55
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Exercicio 1.
Represente graficamente os conjuntos C4, ..., Cs.

Exercicio 2.

Represente os conjuntos C'7, Cy, Cy
em “notacao de conjuntos” — isto é,
na forma { (z,y) e R* | ...}.

2024-2-C3-topologia 2024decll 16:55
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Bolas abertas e fechadas

Se P é um ponto de R" entdo a

bola fechada de raio e em torno de P, B.(P), e a
bola aberta de raio ¢ em torno de P, B.(P),

sao definidas assim:

B.(P) = {QeR"[d(P,Q)<¢}
B-(P) = {QeR"[d(P,Q)<¢e}

Por exemplo, se P = 6 € R! entdo:

B»(6) {QeR[d(6,Q) <2}
{xeR|d(6,z) <2}
{zeR|/(6—2)2<2}
{zeR||jz—6]<2}
{zeR| —2<z-6<2}
{z€eR| —24+6<2<2+6}
4,8]
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Exercicio 3.
Represente graficamente:

a) Bi((2,2)),
b) B1((2,2)).

Dica: estes conjuntos vao parecer muito mais com
“bolas de verdade” do que o conjunto By(6) do
slide anterior.

Lembre que a gente desenha a fronteira de um conjunto
tracejada quando a gente quer indicar que os pontos da
fronteira nao pertencem ao conjunto e a gente desenha
ela solida quando quer indicar que os pontos dela
pertencem ao conjunto. Veja os desenhos dos

conjuntos Cg e Cy.
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Exercicio 4.

Aqui vocé vai ter que ser capaz de visualizar bolas sobrepostas
a conjuntos que vocé ja desenhou sem desenhar estas bolas.
Diga se cada uma das afirmagoes abaixo é verdadeira ou falsa.

a) BO.I( 0,25)) Q 01

(
b) Bos((0,2.5)) € Ch
C) §0,5((O, 25)) Q Ol
d) Bo1((1,3)) € Co
e) BO.1<<2-57 25)) g 02
f) B1((2,2)) C C;
g) B1((2,2)) € C3
h) Bo5((1,0.5)) C Cy
i) Bo1((0.5,2)) C Cs
i) Booor((1.1,1.01)) C Cy
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O interior de um conjunto (e conjuntos abertos)
Def: o interior de um conjunto A C R, Int(A),
¢ definido como:

mt(4) = {PeA|3>0.B(P)C A}

Note que isto sempre é verdade: Int(A) C A.
Dizemos que um conjunto A é aberto quando A C Int(A).
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10

Infinitas operagées / seja com o Bob

Pra entender a defini¢do de interior e as proximas vocé vai precisar
fazer um numero infinito de operagoes pra chegar no resultado, e pra
isso vocé vai ter que usar algumas técnicas que nos vimos em Célculo 2
no semestre passado. Os links abaixo vao pras versoes deste semestre
do material sobre essas técnicas, que ficou bem melhor do que o do
semestre passado.

Veja este PDF, a partir da pagina 11 dele:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C2-somas-de-riemann.pdf

e relembre as defini¢oes de inf e sup daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C2-TFC1-e-TFC2. pdf
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Exercicio 5.

Seja A = [2,4] C R".

Verifique que A nao é aberto usando

a definicao do slide anterior.

Dica: como A = [2,4], d4 pra comegar por:

A nao é aberto
& A ¢ Int(A)
& A ¢ {PeA|JF>0.B(P)C A}
2,4 ¢ {P€[2,4]|3>0.B.(P)C[2,4]}

Pros passos seguintes vocé vai precisar usar
muitas das “traducgoes” dos proximos dois slides.
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Algumas tradugoes

ACB = VacAacB

A=B = (ACB)AN(BCA)
~(PAQ) = ~PV-Q
—(Va € A.P(a)) = FJa€ A-P(a)
—(Ja € A.P(a)) = Vae€ A-P(a)
re€{acA|Pla)} = z€ANP(x
~(P=Q) = PA-Q
20,42) = {2 €R|20 <z <42}

20<r<42 = 20<xANzx<42

PR A Y PR

Lembre que ‘A’ é “e”, V' é “ou”, ‘=’ é “nao”, ‘—’ é “implica”.
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Alguns exemplos de tradugoes

la,b] C [20,42)

= Vz € [a,bl.z € [20,42)

= Vz € a,b].20 <z < 42

= VzeRuzx€la,b —20<x<42
= VieRa<z<b—=>20<x<42

=([a, b] C [20,42))

= (VeeRa<z<b—20<1x<42)
JreRA(a<z<b—20<z<42)
JreR—(a<z<b) A (20 <z <42)
dreR-(a<zAz<b)A(20 <z <42)
JreR(~(a<z)V-(r<b)A (20 <z <42)
= dJreR(zx<aVvb<a)A(20 <z <42)

I
—~

2024-2-C3-topologia 2024decll 16:55
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Exercicio 6.

Represente graficamente:

2024-2-C3-topologia 2024decll 16:55
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O fecho de um conjunto (e conjuntos fechados)

Def: o fecho de um conjunto A C R?, A,
¢ definido como:

A = {PeR*|Ve>0.B(P)NA#D}
Compare com a definicdo do interior:
Int(A) = {P€A|J>0B(P)CA}.

Isto aqui sempre ¢ verdade: AC A
Quando A C A dizemos que A é um conjunto fechado.
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Exercicio 7.
Digamos que:

Represente graficamente:
a) Cg

b) Dy

C) Il’lt(Dl)

2024-2-C3-topologia 2024decll 16:55
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Um aviso sobre a P2 (de 2021.2)

Em quase todos os problemas deste PDF é muito
mais facil mostrar que uma resposta esta errada
do que mostrar que ela esta certa... e o método
pra mostrar que uma resposta esta errada vai

ser um dos assuntos principais da P2.
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Imagem inversa

Algumas das igualdades abaixo séo defini¢oes,
as outras sdo exemplos.

H(x,y)

Hy

Hiq )

Hi
H"(a)

H (1)
H7Y([0,1])

Exercicio 8.
Represente graficamente:

(¢}
Cy
Cs
Cy
Cs
Cs
Cy
Cs
Cy
Cio

obedece isto:

Conjuntos limitados e compactos
Um conjunto C' € R? ¢é limitado quando ele

= ay
= {(v,y) eR*|H(z,y) €T} 3r € R.C C B,((0,0))

= {(z,y) € R?| H(z,y) € [a,b] }

— (o) eR [Hmy e} - 4

= {(z,y) eR? | H(z,y) =a} Um conjunto C' € R? é compacto quando ele é
= {(z,y) €eR? | H(z,y) €I} fechado e limitado.

= {(z,y) €R*| H(z,y) € [0,1]}

= H[O 1]

Exercicio 9.

Preencha a tabela abaixo com ‘V’s e ‘F’s.

Cy Oy C5 Cy
H-Y(0) é aberto
HY(1) é fechado
H([0,1]) ¢é limitado
H1((0,1)) é compacto
Int(Cs3)
[
H(4)
H([0,4
{(z,y) eR?|1<zel<y}
CsNCy

2024-2-C3-topologia 2024decll 16:55

Cs

Co

Cr

Cs

Cho
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Maximos numa elipse

Dé uma olhada nas figuras das paginas 355 e 356 do Bortolossi,
no capitulo 10 dele:

http://angg. twu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-10. pdf#page=!
http://angg. twu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-10.pdf #page=6

Ele usa:

fley) = 22+y°

glr,y) = T+5%
D, = {(x,

(z,y) €R? [ g(z,y) <1}
Dy = {(v,y) eR?*|g(w,y) =1}
D, é uma elipse “cheia” incluindo o interior dela, e
Dj é 86 a fronteira de Ds.
Note que (—2,0),(2,0),(0,3),(0,-3) € Ds.

Exercicio 10.
a) Desenhe algumas curvas de nivel de f(z,y).
b) Na pégina 354 o Bortolossi desenha curvas de nivel dentro

de um quadrado. Desenhe algumas curvas de nivel de f(z,y)
dentro da “elipse cheia” Ds.

¢) Tente descobrir no olhdmetro quais sdo os méximos e min-
imos de f(z,y) em D,. Dica: o Bortolossi leva vérias péginas
fazendo isso — leia o texto dele!

19

Dica: o objetivo do item (c) é vocé aprender a resolver s6
com curvas de nivel as idéias que o Bortolossi apresenta us-
ando figuras em 3D. Se vocé ndo conseguir fazer a tradugio
das figuras 3D pra curvas de nivel direto vocé pode comecar
desenhando “cortes” sobre as figuras 3D, como na questao do
mini-teste 1 de 2020.2:

http://angg. twu.net/LATEX/2020-2-C3-tudo. pdf #page=83

...e repare que quando o Bortolossi chega no capitulo 12 ele
passa a usar quase so curvas de nivel e gradientes — ele prati-
camente abandona as figuras 3D:
http://angg.twu.net/2019.2-C3/Bortolossi/bortolossi-cap-12.pdf
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Questao 1
(Total: 10.0 pts)

Sejam:
Fr.y) = z+y*
G(ry) = 2o+y
r o= G(-2)
A = {-2,-1,0,1,2)
B = [-2,2?
C = {(z
D =
Fg : B — R
(x,y) — F(x.y)
Fo cC =
(x.y) = Flay)

a) (0.5 pts) Faga o diagrama de numerozinhos da funio F. Desenhe
wm mumerozinho para cada ponto de A.

b) (0.5 pts) Idem, mas para a fungao G.

¢) (0.5 pts) Desenhe as curvas de nivel da G para z = —2,—1,0,1,2.
d) (0.5 pts) Desenhe os conjuntos r, A, B,C, D.

¢) (0.5 pts) Desenhe as curvas de nivel da F para z = —1,0,1,2.

f) (0.5 pts) Desenhe as curvas de nivel da Fg para z = —1,0,1,2. Inclua

a fronteira do dominio da Fjg no seu desenho pra leitor conseguir ver até
onde essas curvas de nivel vio.
g) (1.0 pts) Desenhe as curvas de nivel da F para z = —1,0,1,2. Inclua
a fronteira do dominio da Fr no seu desenho pra leitor conseguir ver até
onde curvas de nivel véo.

h) (1.0 pts) Dé coordenadas aproximadas para os maximos e minimos
locais da fungao Fe.

Nos proximos itens vocé vai tentar fazer um truque que o Bortolossi
ensina no capitulo 12 dele, em que ele mostra como encontrar maximos
e minimos locais na fronteira a partir de pontos na fronteira em que dois
vetores gradientes sao paralelos — e com isso vocé vai conseguir fazer uma
versao melhorada do seu item (h).

Digamos que:

d(z) = ar+b
s = {(ny eR’Jy=d(2)}
P(z) = (x,d(z))

Isso (1) é uma defini¢ao indireta. O autor - no caso, eu - nao esta dizendo
quais sdo os valores de a e b, e o leitor — no caso, vocé — vai ter que se
virar pra descobrir.

i) (0.5 pts) Encontre a e b por chutar e testar. Vocé vai comegar fazendo
vérios chutes-e-testes assim:

Se (a,b) = (0,1) entéos:‘:}:es#r =(
e(a,b):(1,1)entéos:‘4:"‘es#r =(

j) (0.5 pts) Calcule VF(x,y), VG(z,y), VF(P(z)) e VG(P(x)).

k) (1.0 pts) Faga uma cépia do seu desenho do item (g) incluindo os
vetores P(x) + VF(P(z)) e P(x) + VG(P(x)) para os seguintes valores
dex: x=—-152=—-1,z=—-05.

1) (1.0 pts) Encontre o valor de z que faz com que VF(P(z)) e VG(P(x))
fiquem paralelos. Sugestdo: faca uma tabela e encontre ele por chutar e
testar. Chame esse valor de = de x,,.

m) (1.0 pts) Faca uma cépia do seu desenho do item (g) incluindo os
vetores P(x) + VF(P(x)) e P(z) + VG(P(x)) para © = x,,. Faca ele
BEM grande e capriche!

n) (1.0 pts) Calcule F(D) e F(C)..
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Lembre que se F: R? - R, A CR?e B C R entao:

F(A) {F(@y) | (v.y) e A}
FYb) = {(z.y) eR* | F(x,y) =b}
FYB) = {(z.y) eR*| F(x,y) € B}

e que quando a gente escreve

G: A =R
(z.y) = F(z,y)

isso define uma fun¢do G que se comporta como a F
dentro do conjunto A, mas o dominio dessa G é s6 o
conjunto A — quando a G recebe um ponto de R*\ A ela
d4 um erro.

Lembre que dois vetores ¢ e @ nao nulos sdo paralelos
quando 3\ € R.¥ = Aw. Por exemplo, (2,3) e (20,30
sdo paralelos mas (2,3) e (5,4) ndo sdo paralelos.
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(hi1)
(hi2)

(i3)
(id)
(%i8)
(%o8)

(%16)
25}

(A7)

(ko)

(hi8)

(%o8)

(%i9)

Dxmin,xmax, ymin,ymax] : [-2,2, -2,21$
nunsB (expr) =

apply(matrix,

makelist (nakelist (ev(expr), x,-2,2),
¥, seqby(2,-2,-1))8

Fooxo+yos
G2 b y$
define(F(x,y), F);

Flry) =y +u
define(6(x,y), 6);

G (r,y) = y+2a

[+ @): 0.5 pts */

(%i10) mygdraup(xyrange(), G_B);

/+ (@): 0.5 pts */

(to10)
2
\
15 \
1 \
0s \
o \
05 \
1 \
15 \
2
2151050051152
(111) DB : [myinp1(G=-2, lc(gray))]$

(%112) myqdraup(xyrange(), D_B);

(o12)
nunsB(F) ; )
2 3 456 "
1012
o
2 -101 .
1012 o
2 3 456 N
s
/% (B): 0.5 pts +/ 2
nunsB(G) ; 2151050051152
*%i13)
2ot PR
220 34 /% (£): 0.5 pts +/
5 .3 113 F_B : [myimp1(F=-1, lc(blue)),
o a0 myimpi(F=0, lc(forest_green)),
’ 20 s myimpt(F=1, lc(orange)),
/% (©): 0.5 pts */ nyinp1 (F=2, lc(red))]$
G_B : [myimp1(G=-2, lc(blue)), (%114) myqdrawp(xyrange(), F_B);
nyimp1 (G=-1, lc(forest_green)), (flot4)
nyinp1(G=0, lec(gold)), 2
nyinp1(G=1, lc(orange)), 15

nyinp1(G=2,

le(red))]$

1
05\
o

)
;

2
215105005115 2
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(%i15)

(%i16)
%i17)
(%i18)

(%i19)

(%i20)
(%020)

(%hi21)

(%ho21)

/x (g): 1.0 pts */
F_ys(z) := block([ys],
ys : solve([G=-2,F=z], [x,y]),
[rhs(ys[1][2]), rhs(ys[21[2)1)$
F_miny(z) := apply('min, F_ys(z))$
F_maxy(z) := apply('max, F_ys(z))$
F_C_z(z,color) := myapply_ f1('impl,
F=z, x,-2,2, y,F_miny(2),F_maxy(z), lc(color))$
F_C : [F_C_z(-1, blue),
F_C_z( 0, forest_green),
F_C_z( 1, orange),
F_C_z( 2, red)]$
myqdrawp (xyrange(), D_B, F_C);

2

15
1

0.5 G
ol
-0.5
1 ;
-1.5

2 -
-2-1.5-1-050 051 15 2

/* (h): 1.0 pts */
[F(-1,0), F(2,-2), F(2,2)];

[~1,6,6]

(%i22) /* (i): 0.5 pts */

G=-2;
(%022)
y+2r=-2
(%i23) solve(G=-2, y);
(%023)
b=-—@o-2
(%i24) solve(G=-2, y)[1];
(%024)
y=-(22)-2
(%i25) rhs(solve(G=-2, y)[11);
(%025)
—(2z) -2

(%i26) define(d(x), rhs(solve(G=-2, y)[11));
(%026)
d(x):=—(2x)—2

(%127) define(P(x), [x,d(x)1);
(%027)
P(x):=[z,— (22) - 2|

(%i28) [a,b] : [-2,-2];
(%028)
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(%i29)
(%130)
(%030)

(%i31)
(%o31)

(%132)
(%032)

(%133)
(%033)

(%i34)

(%135)
(%136)
(%036)

/% ()¢ 0.5 pts */
grad(F) := [diff(F,x), diff(F,y)]$
define(gradfF (x,y), grad(F));

gradF (z,y) = [1,2y]

define(gradG (x,y), grad()); (%038)
gradG («,y) == [2.1]
(%139)
define (gradFP(x), apply('gradF, P(x))); (%039)
gradFP (z) = [1,2 (— (27) — 2)
(%140)
define(gradGP(x), apply('gradG, P(x))); (%040)
oradGP (z) == [2,1]
/* (k): 1.0 pts */ (:/.141) xm :
gradsP(x) := [myPv_c(P(x),gradGP(x)/3, blue), (hod1)
myPv_c(P(x),gradFP(x)/3, dark_violet)]$
gradsP_3 : [gradsP(-1.5), gradsP(-1), gradsP(-0.5)1$
myqdrawp (xyrange(), D_B, F_C, gradsP_3); (%i42) ym :
(%hod2)
2
15
ir ) (%i43) Fm :
05 (%043)
IR V.4 T
-0.5 .
al
<15

2-15-1-050 05 1 15 2

(%i37) /* (1): 1.0 pts */
2*gradFP (x) =

eqt :

(%037)

(%i38) eq2 :

2024-2-C3-P2 2025jan22

gradGP (x) ;

2,4 (- (22) -2)] = [2,1]

2*gradFP(x) [2] =

gradGP(x) [2];

4(-(Q22)-2) =1

solve(eq2, x);

rhs(solve(eq2, x)[11);

d(xm) 5

F(xm,ym) ;

16:11

(

9
)

/x -9/8 x/
/x4 %/
/% -17/16 %/
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(%i44) /* (m): 1.0 pts */ (%i46) /* (n): 1.0 pts */

(%i44) gradsP_xm : [gradsP(xm)]$ Fow : F(-2,d(-2));
(%145) myqdrawp(xyrange(), D_B, F_C, gradsP_xm); (%o46
(%045) P
2
15k (%i47) Fsw : F(0,d(0));
1b R (%odT)
05 b X 4
of )
0.5 / (%i48) Fne : F(2,2);
at (%o48)
15 F 6
) S

2-1.5-1-050 05 1 1.5 2 (4149) Fse : F(2,-2);

(%o49)

(%i50) [Fm, Fnw, Fswl;

(%050) _
[(e)»]
16

(%i51) FD : [Fm, max(Fnw, Fsw)];

()

(%i52) FC : [Fm, max(Fnw, Fsw, Fne, Fse)];

(%052)
17
&)
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Calculo 3 - 2024.2

Prova de reposicao (VR)
pra quem perdeu a P2
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Questao 1
(Total: 10.0 pts)
Sejam:

Fla,y

.y)
G(z,y)

= G7Y(-6)
= {-3-2,-1,0,1,2,3)?
= [-3,3
{(z.y) € B|G(a,y) > ~6}
= {(wy eB|Gxy =6}
Fgp : B — R
(z.y) = F(z,y)
Fe: C = R
(z,y)

[SRe R+ AN

F(z,y)

a) (0.5 pts) Faga o diagrama de numerozinhos da fun¢io F. Desenhe
um numerozinho para cada ponto de A.

b) (0.5 pts) Idem, mas para a fungio G.

¢) (0.5 pts) Desenhe as curvas de nivel da G para z = —2,—1,0,1,2.
d) (0.5 pts) Desenhe os conjuntos r, A, B, C, D.

¢) (0.5 pts) Desenhe as curvas de nivel da F para z = —2,~1,0,1,2.
f) (0.5 pts) Desenhe as curvas de nivel da Fg para z = —2,—1,0,1,2.

Inclua a fronteira do dominio da Fjg no seu desenho pra leitor conseguir
ver até onde essas curvas de nivel vao.

g) (0.5 pts) Desenhe as curvas de nivel da Fg para z = —2,—1,0,1,2.
Inclua a fronteira do dominio da Fiz no seu desenho pra leitor conseguir
ver até onde essas curvas de nivel vao.

h) (1.0 pts) Dé coordenadas aproximadas para os maximos e minimos
locais da fungao Fc.

Nos proximos itens vocé vai tentar fazer um truque que o Bortolossi
ensina no capitulo 12 dele, em que ele mostra como encontrar maximos
e minimos locais na fronteira a partir de pontos na fronteira em que dois
vetores gradientes sido paralelos — e com isso vocé vai conseguir fazer uma
versdao melhorada do seu item (h).

Digamos que:

d(z) = ar+b
s = {(@y) Ry =d()}
P(x) = (x,d(x))

Isso (1) é uma defini¢io indireta. O autor — no caso, eu —nao esta dizendo
quais sdo os valores de a e b, e o leitor — no caso, vocé — vai ter que se
virar pra descobrir.

i) (0.5 pts) Encontre a e b por chutar e testar. Vocé vai comegar fazendo
vérios chutes-e-testes assim:

Se (a,b) = (0,1) entdo s = :]: estr =
Se (a,b) = (1,1) entdo s = %F— estr =

j) (1.0 pts) Caleule VF(x,y), VG(x,y), VF(P(x)) e VG(P(z)). Dica:
a primeira vista VF(P(z)) tem duas interpretacoes possiveis — mas uma
delas faz mais sentido do que a outra...

k) (1.0 pts) Faca uma cépia do seu desenho do item (g) incluindo os
vetores P(x) + VF(P(x)) e P(z) + VG(P(x)) para os seguintes valores
dex: v =-250=-2¢=—-15.

1) (1.0 pts) Encontre o valor de z que faz com que VF(P(z)) e VG(P(x))
fiquem paralelos. Sugestdo: faca uma tabela e encontre ele por chutar e
testar. Chame esse valor de x de x,,.

m) (1.0 pts) Faga uma cépia do seu desenho do item (g) incluindo os
vetores P(z) + VF(P(z)) e P(x) + VG(P(x)) para 2 = x,,. Faca ele
BEM grande e capriche!

n) (1.0 pts) Caleule F(D) e F(C)..
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Lembre que se F: R? - R, A CR?e B C R entao:

F(A) {F(@y) | (v.y) e A}
FYb) = {(z.y) eR* | F(x,y) =b}
FYB) = {(z.y) eR*| F(x,y) € B}

e que quando a gente escreve

G: A =R
(z.y) = F(z,y)

isso define uma fun¢do G que se comporta como a F
dentro do conjunto A, mas o dominio dessa G é s6 o
conjunto A — quando a G recebe um ponto de R*\ A ela
d4 um erro.

Lembre que dois vetores ¢ e @ nao nulos sdo paralelos
quando 3\ € R.¥ = Aw. Por exemplo, (2,3) e (20,30
sdo paralelos mas (2,3) e (5,4) ndo sdo paralelos.
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Calculo 3 - 2024.2

Prova suplementar (VS)
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Questao 1
(Total: 10.0 pts)

Sejam:
Fla.y) =
Glay) = 3u+1
r = Gl(-6)
A = {-3-2,-1,0,1,2,3}?
B [-3,3)?
c {(z,y) € B| G(z,y) > 6}
D = {(zy) €B|Gxy) =-6}
Fg : B — R
(x.y) = Fla.y)
Fe: C — R
(x.y) = Fla.y)

a) (0.5 pts) Faga o diagrama de numerozinhos da fun¢io F. Desenhe
um numerozinho para cada ponto de A.

b) (0.5 pts) Idem, mas para a fun¢io G.

¢) (0.5 pts) Desenhe as curvas de nivel da G para z = —2,—1,0,1,2.
d) (0.5 pts) Desenhe os conjuntos r, A, B,C, D.

e) (0.5 pts) Desenhe as curvas de nivel da F para z = —2,—-1,0,1,2.

f) (0.5 pts) Desenhe as curvas de nivel da Fjg para z = —2,—1,0,1,2.
Inclua a fronteira do dominio da Fj no seu desenho pra leitor conseguir
ver até onde essas curvas de nivel vio.
g) (0.5 pts) Desenhe as curvas de nivel da Fo para z = —2,—1,0,1,2.
Inclua a fronteira do dominio da Fiz no seu desenho pra leitor conseguir
ver até onde essas curvas de nivel vao.

h) (1.0 pts) Dé coordenadas aproximadas para os maximos e minimos
locais da fungao Fc.

Nos proximos itens vocé vai tentar fazer um truque que o Bortolossi

sina no capitulo 12 dele, em que ele mostra como encontrar méximos
e minimos locais na fronteira a partir de pontos na fronteira em que dois
vetores gradientes sdo paralelos — e com isso vocé vai conseguir fazer uma
versio melhorada do seu item (h).

Digamos que:

d(x) = ax+b
= {(,y) eR|y=d(z)}
P(x) = (x,d(z))

Isso (1) é uma defini¢ao indireta. O autor - no caso, eu — nao esta dizendo
quais sdo os valores de a e b, e o leitor — no caso, vocé — vai ter que se
virar pra descobrir.

i) (0.5 pts) Encontre a e b por chutar e testar. Vocé vai comegar fazendo
vérios chutes-e-testes assim:

Se (a.6) = (0.1) entao s = e s £ —(
Se (a.6) = (L 1) entao s = A—e s £ —(

j) (1.0 pts) Caleule VF(x,y), VG(x,y), VF(P(x)) e VG(P(z)). Dica:
a primeira vista VF(P(z)) tem duas interpretacoes possiveis — mas uma
delas faz mais sentido do que a outra...

k) (1.0 pts) Faga uma cépia do seu desenho do item (g) incluindo os
vetores P(z) + VF(P(x)) e P(x) + VG(P(x)) para os seguintes valores
de x: v =—-250=-2,2=-15.

1) (1.0 pts) Encontre o valor de 2 que faz com que VF(P(x)) e VG(P(x))
fiquem paralelos. Sugestao: faca uma tabela e encontre ele por chutar e
testar. Chame esse valor de x de z,,.

m) (1.0 pts) Faca uma cépia do seu desenho do item (g) incluindo os
vetores P(z) + VF(P(z)) e P(x) + VG(P(x)) para 2 = x,,. Faca ele
BEM grande e capriche!

n) (1.0 pts) Calcule F(D) e F(C)..
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Lembre que se F: R? - R, A CR?e B C R entao:

F(A) {F(@y) | (v.y) e A}
FYb) = {(z.y) eR* | F(x,y) =b}
FYB) = {(z.y) eR*| F(x,y) € B}

e que quando a gente escreve

G: A =R
(z.y) = F(z,y)

isso define uma fun¢do G que se comporta como a F
dentro do conjunto A, mas o dominio dessa G é s6 o
conjunto A — quando a G recebe um ponto de R*\ A ela
d4 um erro.

Lembre que dois vetores ¢ e @ nao nulos sdo paralelos
quando 3\ € R.¥ = Aw. Por exemplo, (2,3) e (20,30
sdo paralelos mas (2,3) e (5,4) ndo sdo paralelos.

2024-2-C3-VS 2025feb03 07:47


http://anggtwu.net/2024.2-C3.html

